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Dr. WoLFGANG PavL_l, o. Prof. fiir theor. Physik an der ETH und 
Nobelpreistrager, ist am 15. Dezember 1958 in Ziirich gestorben. Sein 
Tod kam vdllig unerwartet und gerade an dem Tage, an welchem ihm 
die Planck-Medaille iiberreicht werden sollte. In PAuLi verliert nicht 
allein Osterreich einen seiner gré8ten Sdhne, sondern die ganze Welt 
beklagt den Verlust eines der bedeutendsten Physiker des 20. Jahr- 
hunderts. Dies geht schon aus den bisher bekannt gewordenen 
AuBerungen namhafter Kollegen unserer Wissenschaft hervor, sowie aus 
der groBen Trauergemeinde, die ihn durch Nachrufe ehrte. Besonders 
das Erscheinen NiELts Bours, des Vaters der modernen Atomphysik, 
zeigte die Bedeutung des Dahingeschiedenen. 

WOLFGANG PAULI wurde am 25. April 1900 zu Wien als Sohn eines 
Arztes geboren, der selbst spater als Professor fiir Kolloidchemie an der 
Universitat Wien wirkte. Der junge PAvLt zeigte friithzeitig groBe Be- 
gabung und beschaftigte sich schon in der Mittelschule mit Mathematik 
und Physik. Da der normal in der Mittelschule vorgetragene Stoff 
aus diesen Fachern fiir ihn nicht ausreichte, nahm er bei Prof. 
Dr. H. A. BAvER Privatunterricht, der erst vor kurzem als Professor der 
Technischen Hochschule Wien verstorben ist. Dabei interessierte sich 
PAULI ganz besonders fiir die Einsteinsche Relativitats- und Gravita- 
_tionstheorie, auf welchen Gebieten er es dann als Schiiler SOMMERFELDS 
zu besonderer Meisterschaft brachte. So schrieb er als 20jahriger seinen 
beriihmt gewordenen Artikel in der Enzyklopadie der mathematischen 
Wissenschaften, der heute noch allgemein anerkannt wird. Nach Ab- 
schluB seiner Studien durch eine Dissertation tiber das Wasserstoff- 
molekiil ging er als Assistent nach Géttingen. Wie sehr er schon damals 
beachtet wurde, geht daraus hervor, daB eines Tages BoHR mit seinem 
Assistenten A. KLEIN nach Gottingen kam und ihm den Antrag machte, 
nach Kopenhagen zu kommen. PAuLi arbeitete hierauf einige Zeit da- 
tl} selbst und es entstand eine Freundschaft, die bis zu seinem Tode hielt. 
Von 1923 bis 1928 war Pau dann in Hamburg tatig, wo er sich auch 
habilitierte. Seine Inauguralvorlesung hatte das periodische System 
der Elemente zum Gegenstand. Wie er selbst spater erwadhnte, be- 
' friedigte ihn die damalige Anschauung tiber den AbschluB der Elek- 
tronenschalen in keiner Weise und dies wurde auch der Ausgangspunkt 
seiner spateren Entdeckung, des nach ihm benannten AusschlieBungs- 
prinzipes oder kurz Pauli-Verbotes. Zu dieser Zeit vermutete man 
nur, daB das Problem der AbschlieBung der Elektronenschalen irgend- 
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wie mit der Theorie der Multiplettstruktur zusammenhangen muB. Der 
Einfachheit halber betrachtete Pauri die Dublettstruktur des Alkali- 
spektrums kritisch und kam zum SchluB, daB statt des Drehimpulses 
der Elektronenschalen eine neue Quantenzahl des Elektrons eingefiibrt 
werden miiBte, die er als nichtklassisch erkannte. Den Ausschlag gab 
dann eine Arbeit von STONER, der die Bemerkung machte, daB die Zahl 
der Energieniveaus eines einzelnen Elektrons im Alkalispektrum fiir 
einen gegebenen Wert der Hauptquantenzahl in einem 4uBeren magne- 
_tischen Feld gleich der Zahl der Elektronen in den abgeschlossenen 
Schalen der Edelgase ist, welche dieser Hauptquantenzahl entspricht. 
Nun war PAvuLi sofort die Formulierung seines Prinzipes klar. Zur 
Charakterisierung eines Elektronenzustandes waren die bisher be- 
kannten drei Quantenzahlen nicht ausreichend, es kommt vielmehr eine 
weitere Eigenschaft hinzu, der Elektronenspin, der eine Verdoppelung 
der Zustande verursacht und einer neuen Quantenzahl entspricht. Sein 
Prinzip lautet daher in einfachster Fassung: Es kénnen in einem Atom 
nie zwei Elektronen die gleichen vier Quantenzahlen besitzen, also im 
selben Zustand sein. Diese Entdeckung (Friihjahr 1925), fiir welche 
PAULI spater der Nobelpreis fiir Physik verlichen wurde, machte die 
Fachwelt auf ihn aufmerksam, so daB er 1928 auf Vorschlag von 
HERMANN WEYL und PAUL SCHERRER an die ETH nach Ziirich berufen 
wurde. In seine Hamburger Zeit fallt aber noch eine wichtige Arbeit, 
die mit seinem Prinzip eng verkniipft ist. Es gelang ihm als erstem, 
den Spin des Elektrons sinnvoll in die Quantenmechanik einzubauen, der 
zur Erklarung des anomalen Zeemaneffektes von GoOUDSMIT und 
UHLENBECK hypothetisch eingefiihrt wurde. Allerdings war diese nach 
ihm benannte Paulische Spintheorie noch nicht Lorentzinvariant; sie 
erhielt aber schon naherungsweise alle Merkmale. Zwei Jahre spater 
konnte dann Dirac die strenge relativistische Theorie angeben, welche 
die Paulische als Spezialfall enthalt. 

In Ziirich begann PAULI eine fruchtbringende Tatigkeit zu entfalten, 
die nicht nur fiir viele Schiiler wie z. B. Rapti, PEIERLS, WEISSKOPF 
und viele andere, sondern auch fiir die Forschung in der Physik weg- 
weisend war. Der Nobelpreistrager J. J. RABi bezeichnete ihn treffend | 
als das Gewissen der Physik. Hat er doch an der Entwicklung unserer 
Wissenschaft bis zu seinem Tode gré8ten Anteil genommen und durch | 
sein unbestechliches Urteil stets alle wertvollen Gedanken klar erkannt 
und formuliert. So sagte er 1933 gelegentlich einer Diskussionsbe- - 
merkung das Neutrino voraus, wodurch erst das volle Verstandnis des ; 
radioaktiven Zerfalles der Atome erzielt wurde. In den letzten Jahren | 
widmete er sich vor allem der Quantentheorie der Felder, die er ge-- 
meinsam mit JORDAN und HEISENBERG in den Jahren 1929 bis 1930 ) 
begriindet hatte und deren Entwicklung heute noch nicht abgeschlossen \ 
ist. 1940 gelang es ihm, unter sehr allgemeinen physikalischen Voraus- - 
setzungen die Giiltigkeit seines Prinzipes auf alle Elementarpartikel mit | 
halbzahligem Spin zu erweitern (z. B. auch fiir Neutronen, Protonen etc.).. 
Hiedurch gewinnt das Prinzip an universeller und allgemeiner Bedeutung, , 
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und es gelang, wertvolle Erkenntnisse tiber die Kernstruktur aufzu- 
decken. Eine Ableitung des Prinzips auf Grund der neuen Quanten- 
mechanik ist aber bis heute nicht gegliickt, so daB es als unabhangiges 
Prinzip bestehenbleibt, das eine ganze Klasse méglicher Lésungen der 
Wellengleichung ausschlieBt. PAuLi war selbst der Meinung, daB dieser 
Unterschied zwischen der Anzahl mathematischer und physikalisch 
realisierter Lésungen ein deutlicher Hinweis darauf ist, daB unsere 
Theorie noch nicht eine endgiiltige Form besitzt. 

PAULI wurde, 58jahrig, mitten aus seiner wissenschaftlichen Arbeit 
heraus, gleichsam am Héhepunkte seines Schaffens, vom Tode abberufen. 
Er hinterlaBt seinen Kollegen ein geistiges Erbe, welches verpflichtet 
und welches zugleich das schénste Denkmal darstellt, das ein Gelehrter 
seiner Nachwelt hinterlassen kann. 

P. URBAN 
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Die Temperaturwaage, ein MKSA-Normthermometer 


Von 
Eugen Bodea, E.S.E. Paris 
Dozent Univ. Porto Alegre 
Mit 1 Abbildung 


(Eingegangen am 22. Mai 1958) 


1. Grundgedanke 


Die Verbindung eines Kelvin-Thermometers einfachster Bauart mit 
einer Tellerwaage kann Temperaturwaage genannt werden. Sie ermég- 
licht die direkte Wagung absoluter Temperaturen sowie die materielle 
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Abb. 1. Grundsatzliche Ausfiihrung einer Temperaturwaage | 
| 
| 
Festlegung einer rein kinetischen Temperatureinheit. Da bei Fiillung 
mit einatomigen Gasen in moglichst idealem Zustand auch groBe MeB- | 
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genauigkeiten in entsprechend weiten Temperaturbereichen zu erwarten 
sind, wird ferner vorgeschlagen, die Temperaturwaage als Normthermo- 
meter fiir das MKSA-Einheitensystem zu verwenden. 

Im Prinzip besteht die Temperaturwaage, wie es die Abb. 1 schema- 
tisch veranschaulicht, aus einem kugelférmigen Gefa8 mit beliebigem 
Volumen JV, das mit einer beliebigen Menge n Mol eines beliebigen Gases 
(vorzugsweise mit einem der Edelgase He, Ar, Ne, Kr usw.) gefiillt wird. 
Das GefaB besitzt einen Rohransatz mit kalibriertem Kolben, der einen 
Waageteller tragt. Die Gewichte G sollen den Kolben, dessen Quer- 
schnitt s ist, so ausbalancieren, daB das Volumen mdglichst exakt 
konstant bleibt, wozu das GeféB vorzugsweise aus Quarz, Invar usw. 
hergestellt wird. Die Gewichte G messen gleichzeitig den Druck # des 
Gases, der seiner jeweiligen absoluten Temperatur T entspricht. Der 
ganze Apparat ist in ein Kalorimeter eingebettet, das auch eine Messung 
der zu- oder abgefiihrten Warmemengen + AQ erméglicht, die Tem- 
peratur-, bzw. Druckanderungen hervorrufen. Ferner dient eine Dezimal- 
waage der exakten Abwagung der Fiillgasmenge. 


2. Internationale Vereinbarungen iiber die thermischen Grundeinheiten 


Von den vier Grundeinheiten des Giorcischen MKSA-Einheiten- 
systems wird die vierte, elektrische Einheit, das Ampere, an das Natur- 
maB der Induktionskonstanten angekniipft und durch eine Stromwaage 
materialisiert, die es auch an das Urkilogramm von SEvrEs bindet [4]. 
Eine analoge Funktion soll die Temperaturwaage iibernehmen, namlich 
die koharente MKSA-Einheit der Temperatur materialisieren und an 
das Urkilogramm binden. 

Fiir die dimensions-koharente Einverleibung thermischer Einheiten 
in das MKSA-System wurde bisher nur ein erster Schritt getan, indem 
die neunte Generalkonferenz fiir MaBe und Gewichte einfach feststellte: 


Die MKSA-Einheit der Warmemenge ist 1 Joule. (1) 


Diese Einheit eignet sich vorziiglich zur klaren Erfassung der ver- 
schiedenen Warmemengen, sowohl der mechanischen Warmeleitung als 
auch der elektromagnetischen Warmestrahlung, da sie ja selbst gleich- 
zeitig als 


mechanische Energieeinheit, namlich kg m*s~? als auch als 
elektromagnetische Einheit, ndmlich AVs 


angesehen werden kann. 
Der BeschluB (1) wurde noch durch folgende Empfehlung erganzt [3]: 
Falls Versuche mittels Wassererwarmung durchgefiihrt werden oder 
aus irgend einem anderen Grund die Beniitzung der Kalorie nicht ver- 
mieden werden kann, soll die Umrechnung mit dem folgenden normali- 
sierten Zahlenwert erfolgen, 
Joule 


i oe - ° uJ ° = ° = 1 Wy 
das MKS-Warmedquivalent ist } = 4,1868 Kalorie. (2) 
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Hingegen wurde noch kein Gebrauch gemacht von den Erkenntnissen 
der kinetisch-statistischen Warmetheorie im Hinblick auf die Festlegbar- 
keit einer koharenten MKS-Einheit der Temperatur, auf die schon ver- 
schiedene Autoren hingewiesen haben [4]. Es wurde vielmehr einst- 


nie 


weilen noch die empirische Temperatureinheit Grad Celsius beibehalten. — 


Da diese nicht auf die Grundeinheiten m, kg, s zuriickfiihrbar ist, muB 
sie als unabhangige fiinfte Grundeinheit dem MKSA-System hinzuge- 
fiigt werden. 


Die neunte Generalkonferenz fiir MaBe und Gewichte hat 1948 ledig- — 


lich die aus dem Jahre 1927 stammende , internationale” Celsiusskala der 
theoretischen, thermodynamischen Kelvinskala besser angenahert. Aber 
auch diese neue Regelung ist wenig befriedigend, weil sie reichlich kompli- 
ziert ist; sie benédtigt, wie aus dem Text des betreffenden Beschlusses 
hervorgeht [5], 


sechs Fixpunkte, némlich die Gleichgewichtstemperaturen 

— 182,970 °C; 0 °C; 100 °C; 444,60 °C; 980,8 °C; 1063,0 °C; 
drei normalisierte Eichthermometer besonderer Bauart, namlich 
ein Platin-Widerstands-Thermometer von — 182,97...630,5 °C, 
ein Platin-Platinrhodium-Thermoelement von 630,5...1063,0 °C, 
ein Strahlungspyrometer fiir hhere Temperaturen ; 

vier verschiedene Auswertungsformeln fiir die folgenden Bereiche 
—= 182,97...0 °C; 0. ..630,5 °C; 630,5. ..1063,0 °C; tiber 1063,0 “Gi 


Die 10. Generalkonferenz fiir MaBe und Gewichte von 1954 hat 
an der internationalen Celsiusskala von 1948 nichts mehr geadndert, sie 
hat hingegen einen Schritt getan, der ihre Ersetzung durch die von 
Lord KELviIn 1848 aufgestellte thermodynamische Temperaturskala 
meBtechnisch erleichterte und vorbereitete. Auf Antrag des Comité 
Consultatif de Thermométrie wurde dann beschlossen [6], die Kelvin- 
skala durch einen einzigen Fixpunkt, namlich den Tripelpunkt des 
Wassers mit dem exakten Wert 273,16 °K wertmaBig festzulegen, fiir 
den schon 1948 vereinbart war, daB ihm 0,0100 °C entspricht. 

Gleichzeitig wurde beschlossen, daB an Stelle des °C nun das °K 
in den Rang einer fiinften Grundeinheit des MKSA-Systems einriickt, 
obgleich im selben Jahr 1954 das Einheiten-Komitee der IEC fiir das 
Giorgi-System die wahlweise Bezeichnung MKSA-System mit dem 
ausdriicklichen Hinweis angenommen hatte, da das Giorgi-System 
nur auf den vier Grundeinheiten m, kg, s, A begriindet ist. 


3. Zielsetzung fiir eine weitere Rationalisierung des MKSA-Systems 


Die folgenden Uberlegungen sollen den Nachweis erbringen, daB es 
die Temperaturwaage erméglicht, das MKSA-System auch vom °K 
als unabhangiger Grundeinheit ebenso zu befreien, wie es schon von der 
Kalorie befreit wurde. Sie vermittelt némlich die Erfiillung der zwei 
Forderungen: 
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1. Die Loslésung der thermodynamischen Temperaturskala von allen 
Festpunkten und ihr Ersatz durch eine rein kinetische; 


2. die Definition und Verkérperung einer MKSA-Einheit der Tem- 
peratur, die sich koharent aus den drei mechanischen Grundeinheiten 
m, kg, s aufbaut und nur noch zusatzlich auf das Mol als Partikel- 
Mengeneinheit stiitzt. 


Da fiir das Mol zwei grundsatzlich verschiedene Definitionen ge- 
brauchlich sind, sei zur Vermeidung von MiBverstandnissen ausdriicklich 
folgendes hervorgehoben: 


a) Die individuellen chemischen Masseneinheiten mit der Dimen- 
sion {m], die also in g oder kg anzugeben sind und fiir jede Partikelsorte 
ihren eigenen, individuellen Betrag besitzen, spielen zwar in der Chemie 
eine groBe Rolle, nicht aber in der kinetischen Warmetheorie. Sie werden 
traditionsgemaB vielfach noch mit ,,Mol‘ bezeichnet, sollten aber ihrer 
Dimension gema8 — wenn man iiberhaupt das Wort Mol zulassen will — 
korrekterweise besser g-Mol oder kg-Mol genannt werden. Diese indivi- 
duellen Masseneinheiten werden in den folgenden Uberlegungen nicht 
angewendet werden. 

b) Die molekulare Mengeneinheit Mol hat hingegen nicht nur fiir 
die Thermik eine hervorragende Bedeutung, sondern ist bereits in der 
gesamten physikalischen Chemie und statistischen Mechanik stark ein- 
gebiirgert. Nur diese Mengeneinheit wird auch fiir die Definition einer 
MKS-Temperatureinheit bendtigt. Es ist dann aber vorteilhaft, zur 
exakten rechnerischen Erfassung alJler thermischen Vorgange nicht 

das klassische Mol nach AVOGADRO-LOSCHMIDT mit den zwei Werten 
gemaB 

der physikalischen Skala (Isotop 16) = 16): 1 L-Mol,, = 6,024 - 1078, 

der chemischen Skala (Gemisch 0 = 16): 1 L-Mol,, = 6,022 - 1078 
fiir das MKSA-System zu adoptieren, sondern 

das dekadische Mol von ULIcCH 

1 D-Mol = 1074 (3) 
mit der Dimension {m)°. 

Die Dimension des dekadischen Mol tritt vor allem bei der mef- 
technischen Erfassung der Partikelmengeneinheit klar zu Tage. So ist 
die Anzahl n an D-Molen, bzw. die Gesamtzahl N an Materiepartikeln 
bekannter Einzelmasse m, die einen homogenen Ké6rper oder Partikel- 
schwarm aufbauen, nur durch Wagung seiner Gesamtmasse M ermittel- 
bar, wofiir dann die Gleichung gilt 

M N 
a N = {N} Partikeln = abs D-Mol = n D-Mol. (4) 

Damit ist auch jede Art Stoffmenge klar und genau massenmabig 
erfaBbar, denn es wiegt offensichtlich 1 D-Mol einer beliebigen Art von 
Partikeln der Einzelmasse m einfach 1074 m. Dies ist umso bequemer, 
weil ja die Masse der Atome aller Stoffarten die GréBenordnung 10~*4 g 
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hat und auch die Atommassen fast aller Isotopen bereits genau bekannt 
sind. Man kann natiirlich auch groBe Schwarme von freien Elektronen, 
Protonen, Neutronen usw. in D-Mol messen, das heifBt mengenmabig 
als Vielfache der Zahl 1024 erfassen. Das D-Mol kann selbstverstandlich 
auch zur Abzdhlung eines Schwarmes beliebiger Strahlungsquanten 
dienen und tragt auch dann noch berechtigterweise die Dimension [m|® 
entsprechend der Ernsternschen Aquivalenz zwischen Energie und 
Masse. 

Fiir die Thermik dient die Mengeneinheit D-Mol insbesondere zur 
Abzahlung derjenigen Materiepartikeln, die ihre kinetische Translations- 
oder duBeren Vibrationsenergien durch StoB- oder Strahlung einander 
soweit angleichen kénnen, bis Temperaturgleichgewicht erreicht wird. 
Es sind dies bekanntlich in einem sehr weiten Temperaturbereich 
Molekiile.verschiedenster Art und Masse, die jedoch bei niedrigen Tem-_ 
peraturen zu fliissigen oder festen Molekiilkomplexen oder Kristallen 
einfrieren und bei hohen in Ionen, Elektronen, Kerne usw. zersplittern, 
weshalb man die allgemeinere Bezeichnung ,,thermische Molekiile“ be- 
vorzugen sollte. 


4. Kinetische Definition und MKS-Einheit der Temperatur 


Als Ausgangspunkt fiir eine rein kinetische Definition und Ableitung 
einer MKS-Einheit der Temperatur kann man das A equipartitionsprinzip 
in Betracht ziehen, obwohl es nur ein makrophysikalisches Grenzgesetz 
ist, das seine Giiltigkeit fiir Vorgange verliert, bei denen Quanten- 
gesetze eine ausschlaggebende Rolle spielen. Die Temperatur ist nam- 
lich selbst nur ein makrophysikalischer Mittelwertsbegriff, der sinnlos 
wiirde, wenn man ihn auf ein einzelnes thermisches Molektil anzuwenden 
versuchte. An die Stelle der Temperatur tritt fiir die Mikrophysik der 
Begriff ,,kinetische Energie der (durch die jeweiligen Energiequanten) 
anregbaren Freiheitsgrade der einzelnen thermischen Partikeln‘‘. Man 
muB das Aquipartitionsgesetz also auf eine geniigend groBe und moglichst 
genau bekannte Anzahl N von thermischen Partikeln mit eindeutig fest- 
liegenden, anregbaren Freiheitsgraden anwenden kénnen, um die 
Mittelwertsbildung, die den Wert der entsprechenden absoluten Tem- 
peratur bestimmt, statistisch richtig erfassen zu kénnen. 

Das Prinzip selbst besagt bekanntlich [9], daB die absolute Tem- 
peratur 7 eines beliebigen makrophysikalischen Kérpers exakt pro- 
portional ist der mittleren kinetischen Energie @, die im zeitlichen und 
raumlichen Durchschnitt auf jeden der z angeregten Freiheitsgrade jedes 
seiner N thermischen Molekiile entfallt. Es gilt also stets die Beziehung 


4 1 
= aZkI, 


worin k die BOLTZMANN-Konstante ist. 
Fiir eine Temperaturwaage geniigt es andererseits, als Fiillgas ein 
einatomiges Edelgas zu wahlen, weil deren natiirliches Verhalten dem 


Die Temperaturwaage, ein MKSA-Normthermometer 225 


idealer Gase in einem weiten, von Gas zu Gas verschiedenen Temperatur- 
bereich sehr nahe kommt und jede Abweichung vom idealen Gasgesetz 
vergleichsweise leicht experimentell festgestellt werden kann. Dariiber 
hinaus ist dann die thermodynamische Temperaturskala theoretisch 
einwandfrei nicht nur aus CARNoT-Prozessen, sondern noch einfacher 
aus der Zustandsgleichung idealer Gase ableitbar. SchlieBlich ist die 
Temperatur fliissiger und fester Kérper experimentell im Prinzip nur 
durch ein Temperaturgleichgewicht mit einem Kelvin-Gasthermometer 
physikalisch einwandfrei meBbar. 

Bei allen einatomigen Gasen sind bekanntlich aus quantentheore- 
tischen Griinden [9] bis zu sehr hohen Temperaturen nur die drei Frei- 
heitsgrade der Translation aktiv. Fiir einen Schwarm von 

N Edelgas-Atomen = n- 1074 therm. Molekiile=nD-Mol (5) 
mit der Einzelmasse m, der mittleren kinetischen Translationsenergie 
m*d/2 und der mittleren kinetischen Energie je Freiheitsgrad ® = kT/2 
gilt fiir dessen absolute Temperatur T die Aquipartitionsgleichung 


1 3 3 
N-30=—N-— 72 — eee == OSS 
Neos — Ni Sid aN gy &T=n g KT. (6) 
Es gelten ferner fiir das durch das °K und D-Mol erginzte MKSA- 
System die experimentell sichergestellten Werte 


die BoLTzMANN-Konstante k = 1,3803,- 10-73 ah (7) 
und 
die Molare Gaskonstante R = eg (8) 


Dazu sei ausdriicklich noch erwahnt, daB man als Bezugsgr6Be fiir 
die makrophysikalische molare Gaskonstante R nur eine Mengeneinheit 
wahlen darf, weil in der Gl. (6) und im allgemeinen bei allen Temperatur- 
ausgleichsvorgangen nur die Anzahl N der beteiligten thermischen 
Molekiile und ihre kinetischen Energien je angeregtem Freiheitsgrad eine 
Rolle spielen. Man darf daher fiir die sich auf (6) stiitzenden, folgenden 
Betrachtungen keinen der anderen, vielfach noch tiblichen spezifischen 
Werte der Gaskonstante, etwa bezogen auf individuelle Molmassen, 
Molvolumen, Normgewichte, Normmassen usw. in Gebrauch nehmen [10]. 

Die auffallende formale Analogie zwischen der Gl. (8) und der Gl. (2) 
14Bt die Vermutung aufkommen, da8B R den physikalischen Sinn eines 
Temperaturaquivalents haben kann. Dem °K miiBte dann die Einheit 
J/D-Mol genau so entsprechen wie der Kalorie das Joule. Uberdies 
miiBte die universelle Gaskonstante FR und ihr atomistischer Betrag k 
durch den Ubergang zur MKS-Einheit Joule/D-Mol aus allen Glei- 
chungen der Warmelehre genau so eliminierbar sein wie das Warme- 
aquivalent j durch die Einfiihrung des Joule an Stelle der Kalorie. 

DaB die physikalischen Zusammenhange jedoch nicht ganz so ein- 
fach liegen und man nicht berechtigt ist, in der Gl. (8) einfach R=1 
zu setzen, erweisen die folgenden Uberlegungen. 
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Entsprechend dem Gasgesetz von AVOGADRO und dem Thermometer- 
prinzip von KELVIN ist die absolute Temperatur T jeder beliebigen Art 
und Menge eines Gases, das in ein konstant gehaltenes Volumen V ein- 
geschlossen wird, dem jeweils auftretenden Gasdruck # exakt pro- 
portional. Der Druck hangt dabei nur von der feststehenden Anzahl 
N =n-D-Mol der eingeschlossenen Gasmolekiile und von ihren je-~ 
weiligen ImpulsstéBen ab, deren mittlere Heftigkeit 2 md nur durch 
Zu- oder Abfuhr von Warme zu- oder abnimmt. Dieser Gasdruck laBt 
sich aber leicht auf zwei verschiedenen Wegen ermitteln: 


a) durch experimentelle Messungen iiber die von Gay-Lussac 1802 
aufgestellte Zustandsgleichung idealer Gase 
V n 
Renee ye = R—T 
p -; Kock oder piss Te yl (9) 
b) durch theoretische Berechnungen, die nur auf der kinetischen 
Interpretation der Warmephaénomene beruhen. Man erhalt dann die 
von DANIEL BERNOULLI bereits 1738 bewiesene Gleichung [9] 
1Nm_ 2 n N (mo?)/2 
ee oe, ey aes 
Bae ee eee 
Da diese Gleichungen fiir gleiche Gasmengen n und gleiche Volumen 
gelten und bei Temperaturgleichheit auch zum gleichen Gasdruck # 
fiihren miissen, kann man sie zu der einzigen GréBengleichung 


2 N (mo?)/2 
3 n 


(10) 


RL = 


(11) 


zusammenfassen. : 

Diese Gleichung enthalt auf der linken und rechten Seite die einander 
entsprechenden ,,universellen’‘ (das heiBt von der Gasart und -menge — 
unabhangigen Konstanten R und 2/3. Sie zerfallt daher von selbst in 
die beiden Teilgleichungen 


N- 3m? mo” 
| a (ee 1 
n : 2 (12) 


als rein kinetische Definitionsgleichung fiir die Temperatur und 


2 
R=R=— 
: (13) 


als rationale physikalische Konstantengleichung. Die Definitions- 
gleichung (12) bringt physikalisch gar nichts Neues. Sie sagt nur aus, 
daB die Temperatur begrifflich gleich — und nicht nur proportional — 
der Mengendichte der Bewegungsenergie der thermischen Molekiile ist, 
das heiBt, daB als Temperatur bei Gasen nur die Translationsenergie, bei 
fliissigen und festen Koérpern nur die entsprechende ,,4uBere‘‘ Vibra- 
tionsenergie der thermischen Molekiile fiihlbar wird, die einen gegebenen 
Korper aufbauen und die in einer frei wahlbaren Mengeneinheit ge-- 
messen werden miissen. 
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Eine heuristische Bedeutung hat diese Definition der Temperatur 
nur, weil sie im Gegensatz zur klassischen Temperaturdefinition von den 
Ausgleichsfaktoren R und & befreit, fiir das MKS-System die koharente 
Temperatureinheit J/D-Mol bestatigt und zu einer physikalisch klaren 
Dimension der Temperatur fiihrt. Diese wird jetzt 
[m] [1]? [t]-* 

(m]}° 

und wenn man das mit der Dimension der Warme [2] = [m] [1]? [t]>? 
vergleicht, so erkennt man, dafB gerade der Divisor [m]° den fundamen- 
talen Unterschied zwischen Warme und Temperatur pragnant charak- 
terisiert: Die Warme ist eine Energiequantitat, also eine extensive und 
additive GréBe, die Temperatur hingegen eine Energiedichte, also eine 
intensive, nicht additive, sondern Mittelwerte bildende, physikalische 
GroBe. 

Die Konstantengleichung (13) enthalt andererseits einen bisher noch 
unberiicksichtigt gebliebenen Tatbestand. Da der physikalisch rationale 
Wert der molaren Gaskonstante R die reine Zahl 2/3 ist, entspricht der 
Eliminationsgleichung (2) des Warmedquivalentes jetzt die Elimina- 
tionsgleichung (13) des Temperaturaquivalentes, also mit (8) 

ji 2 
* "K+ D-Mol 3 


[T]= (14) 


R = 13,803 


woraus unmittelbar 
Ld ae en hal ee 13,803, tls = 20,704.- 10-24 Toes G28. = 
2 D-Mol Th. Molekiile 
10-22 J 
~ 4,8299, Th. Molekiile 
folgt. Somit ist zum Beispiel 


(15) 


te) < ° 4 J 
0° C = 273,16° K = 5655,5, D-Mol’ 

Man erkennt, daB auch das °K nichts weiter als eine molare Energie- 
dichte darstellen kann, wobei der Zahl 4,8299,- 102% die Rolle eines 
nicht dekadischen Mol zufallt, das man etwa ,,KELVIN-Mol™ nennen 
k6énnte. 

Durch die Gl. (15) ist offensichtlich auch das Verhaltnis der MKS- 
Einheit J/D-Mol zu allen iibrigen Temperatureinheiten klar und ein- 
deutig festgelegt, so daB Umrechnungen keinerlei Schwierigkeiten bieten. 

Durch die Elimination der molaren Gaskonstante FR erfolgt auch die 
Elimination der BottzMANnN-Konstante k aus allen Gleichungen der 
Physik, die den Zahlenwert 
R 2 
Mol 3 
annimmt. Es wiirde aus dem Rahmen dieser Arbeit fallen, alle sich 
daraus ergebenden Folgerungen in Betracht zu ziehen. Erwahnt sei 
nur, daB die BottzMANNsche Gleichung der molaren Entropie die Form 


b=k= - 10-24 (16) 


228 E. BopEa: 


Se ee - 10-74 In W 

Y 3 

erhalt, womit sich die Entropie als reine Zahlenfunktion der thermo- 
dynamischen Wahrscheinlichkeit W entpuppt. Dabei ist noch zu be- 
achten, da entsprechend dem MaxweE tschen Verteilungsgesetz zwischen 
den Quadraten der wahrscheinlichsten Translationsgeschwindigkeit der 
Gasmolekiile vy und der zugehdrigen mittleren Geschwindigkeit 0 die 
Beziehung besteht [9] 


v2 == 3 Von 

Erwahnt sei noch, daB die von BOLTZMANN entdeckte Verknipfung 
zwischen Entropie und Wahrscheinlichkeit die Moédglichkeit in sich 
schlieBt, den noch aus der Fluidumstheorie stammenden Entropie- 
begriff aus der kinetischen und quantenstatistischen Warmelehre ganz 
zu eliminieren und einfach durch die thermische Wahrscheinlichkeit zu 
ersetzen. Das naturgegebene MaB des Richtungssinnes, der allen ther- 
mischen Vorgangen so charakteristisch anhaftet, ist eben lediglich das 
Streben jedes Systems von materiellen Partikeln, aus einem Zustand 
geringerer Wahrscheinlichkeit in einen solchen groBerer tiberzugehen. 
Im Lichte der kinetischen Warmelehre ist dies Streben eigentlich eine 
Selbstverstandlichkeit. Insbesondere ist es klar, daB Warme nur von 
einem an kinetischer Energie reicheren, heiSeren Schwarm thermischer 
Molekiile auf einen armeren, kalteren ttbergehen kann. Dabei laBt sich 
jetzt der Umweg vermeiden, die absolute Temperatur durch den zweiten 
Hauptsatz der Warmelehre und einen willkiirlichen empirischen Fest- 
punkt zu definieren, soferne man sich entschlieBt, als natiirliche Grund- 
lage fiir die Ermittlung einer rein kinetischen Definition einer Einheit 
der absoluten Temperatur den Grenzfall eines idealen, einatomigen 
Gases anzuerkennen. 

Von besonderer Bedeutung fiir die theoretische Fundierung der 
thermischen MKS-Einheiten ist die Folgerung, da8 man durch Ein- 
fiihrung der Zahlenwerte von R und k in die Aquivalenzgleichung (6) 
zu einer rein kinetischen Definitionsgleichung der Aquipartitions- 
energie #@ in ihrem Verhaltnis zur absoluten Temperatur JT gelangt, 


= aya ee ae 1 (17) 
oder ausfiihrlicher 
i J rela oe lpr elie J 
fe therm. Molek.F.G. 3. 2”” } Gasmolek. 3 we D-Mol 
(17a) 


Wie diese Gleichung zeigt, mu man die beiden Begriffe ® und T 

sduberlich auseinanderhalten, was sich etwa wie folgt formulieren laBt: 

. absolute Temperatur T heiBt die (AuBere) Translations- oder auBere 
Vibrationsenergie der thermischen Molekiile von je 1 Mol-Menge; 
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Aequipartitionsenergie ® heiBt die entsprechende mittlere (auBere und 
innere) kinetische Energie je thermisches Molekiil und je Freiheitsgrad. 


Dieser Wesensunterschied spiegelt sich natiirlich auch in den MKS- 
Einheiten wieder. So ist 


ha} 
1024 therm. Molekiile ’ 
rey 
1 therm. Molek. FG © 


Weil Freiheitsgrade nur durch reine Zahlen erfaBt werden, besteht 
nichtsdestoweniger nach (15) und (17) die Einheitenbezeichnung 


5 J e ‘J 
eS) tee 24 
ee ie eee FO 
Es haitet also allen empirischen Temperatureinheiten (°K, °C, °F usw.) 
noch eine Doppelsinnigkeit an, die sich im Laufe der Entwicklung der 
kinetischen Warmetheorie verkappt auch auf den Temperaturbegriff 
iibertrug und die erst durch den Ubergang zu den rationalen MKS- 
Einheiten auch in der Thermik behoben werden kann. 

Um auch das Verhaltnis der MKS-Einheiten der Temperatur und 
der Aquipartitionsenergie zur MKS-Einheit der Warme klarzustellen, 
geniigt es nunmehr, noch die sogenannten ,,spezifischen Warmen“ unter 
die Lupe zu nehmen, und zwar aus den bei der Besprechung von R 
erwahnten Griinden nur die auf das Mol bezogenen. 


die Einheit der absoluten Temperatur 


die Einheit der Aquipartitionsmenge 


5. Die MKS-Werte der molaren Wirmekoeffizienten 


Man weiB, daB die theoretischen und experimentell bestens_ be- 
statigten Werte der molaren Warmekoeffizienten (die irrefiihrend meist 
,spezifische Warmen“ genannt werden) fiir verschiedene Stoffarten nur 
Funktionen der molaren Gaskonstante Rk und der Zahl der Freiheits- 
grade ihrer thermischen Molekiile sind. Fiihrt man die Substitution 
R = R = 2/3 durch, so ergibt sich fiir Gase das folgende Bild: 


Tab. 1. Werte der molaren Warmekoeffizienten c 


Konstantes Volumen Konstanter Druck 
Cas Freiheits- Cr Cp 
grade 
klassisch MKS klassisch MKS 
3 ey 5) a 5 
l-atomige 33 oy i 1 r% k= zy 
2-atomige 5 3 i 7 " 7 
4 — = es — p-B7 —— 
u. Faden- 5 9 ia 3 9 R= 3 
molekile 
6 oe 6 8 x 
andere 7 9 ie = 3. oS. ike == = 
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Das MKS-System erméglicht also die Erfassung der spezifischen | 
Warme durch reine Zahlenbriiche. Dariiber hinaus laBt sich verallge- | 


meinernd noch der SchluB ziehen: 
Fiir die molaren Warmekoeffizienten gilt im koharenten MKS- 

System die Gleichung 

Zz Gesamtzahl der verfiigbaren Freiheitsgrade 

oe Freiheitsgrade der Translation oder 4uBeren Vibration 


c= 


Die Zahl z reprasentiert in dieser Gleichung nicht die Anzahl aller 
verfiigbaren Freiheitsgrade der jeweils in Betracht gezogenen Art 
thermischer Molekiile, sondern lediglich den Mittelwert der effektiv an- 


(19) 


geregten Freiheitsgrade des ganzen jeweils gegebenen Schwarmes. Z ist | 


also nur im Idealfall eine ganze Zahl und temperaturunabhangig und 
wird vielmehr im allgemeinen fiir reale Kérper ein gebrochener und 
temperaturabhangiger Zahlenwert sein, in Ubereinstimmung mit be- 
kannten experimentellen Befunden. 

Dieses Ergebnis ist ein klarer Beweis fiir die physikalische Rationali- 
tat und den heuristischen Wert der Substitution R = 3/2. Es wird 
auch direkt durch bloBes Einsetzen der MKS-Einheiten in die allgemeine 
Definition der molaren Warmekoeffizienten bestatigt, denn es ergibt 
sich dann 


~ 1 ‘ + AQ Joule = 
~ n+D-Mol +4AT Joule/D-Mol 3 


also als reine Zahl. DaB das Verhaltnis (AQ/n)/AT durch reine Zahlen- 
briiche erfaBt werden kann, ergibt sich unmittelbar aus den MKS- 
Dimensionen; daB es den Zahlenwert z/3 haben muB, fordert das 
Aquipartitionsprinzip, das ja besagt, daB die je D-Mol zu- oder abgefiihrte 
Wiarmemenge AQ/n in z gleiche Teile zerfallt, wenn die thermischen 
Molekiile z Freiheitsgrade haben, von denen nur drei Teile auf deren 
Translations- oder a4uBere Vibrationsenergien entfallen und als Tem- 
peratur 7 fiihlbar und meBbar sind. Die molaren Warmekoeffizienten 
haben also offensichtlich den Charakter einer Art Wirkungsgrad oder 
,, Verteilungsgrad’ der Umsetzung von Warme in Temperatur. Beim 
absoluten Nullpunkt entfallt auf die drei Freiheitsgrade der Translation 
oder auBeren Vibration iiberhaupt keine Energiequantelung, sondern 


Cc 


(20) 


es bleiben nur noch die inneren Energien der Elektronen im niedrigsten | 


Anregungszustand und die Kernenergien bestehen. 


Nebenbei findet man auch die aus der BoLTzMANNschen Gleichung | 
bereits gezogene Folgerung bestatigt, da® auch die molare Entropie> 
nur durch reine Zahlen rational meBbar ist. Wenn man namlich die: 
klassische Entropiedefinition mit (20) kombiniert und die eventuell er-- 


forderliche Mittelwertsbildung fiir z beriicksichtigt, so ergibt sich 


2 2 
1 1 Pao odh 7 at 
Saoteen ee aS . -_ 2 
wnt, 1 { i To ee 
1 1 
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woraus ersichtlich ist, daB die molare Entropie nur den Charakter eines 
integrierten Verteilungsgrades der Umsetzung von Warme in Tem- 
peratur haben kann. 

In bezug auf die Temperaturwaage ist eine andere SchluBfolgerung 
von hervorragender Bedeutung. Wie die Gl. (20) zeigt, ist die KELVIN- 
sche Grundbedingung der thermodynamischen Temperaturskala 

ee == konst. (21) 
offenbar mit jeder beliebigen Gasfiillung exakt realisierbar, sofern 
dessen molarer Warmekoeffizient c exakt konstant bleibt. Diese Be- 
dingung ist ausschlaggebend fiir die Wahl eines Fiillgases fiir einen zu er- 
fassenden TemperaturmeBbereich. Sie wird fiir die Berechnungs- 
beispiele des folgenden Kapitels als erfiillt vorausgesetzt. 


6. Betriebseigenschaften der Temperaturwaage 


Da die Temperaturwaage im wesentlichen nur ein KELvinsches Gas- 
thermometer besonderer Bauart ist, gehorcht sie der allgemeinen Zu- 
standsgleichung idealer Gase (9), sofern ihr Fiillgas sich im idealen Zu- 
stand befindet. Dies ist bekanntlich bei vielen Gasen in einem weiten 
Temperaturbereich der Fall, wenn dessen Dichte umso geringer gehalten 
wird, je tiefere Temperaturen erreicht werden sollen. Beriicksichtigt 
man weiters, daB die Temperaturwaage die Rolle eines Normalthermo- 
meters spielen soll, so ergibt sich aus Gl. (9) nach Einfiihrung von 
R = 2/3 und der entsprechenden MKS-Einheiten eine rein kinetische 
Gleichung, die mit der kinetischen Temperaturdefinition (12) voll- 
kommen iibereinstimmt und somit als makrophysikalische Temperatur- 
definition idealer Gase aufgefaBt werden darf, 


(hi BA ee N 
(Ty D-Mol 2 n D-Mol {6} ma 


Diese Gleichung erfaBt mit rein energetischen Einheiten die wesent- 
lichste Eigenschaft der Temperaturwaage mit idealer Gasfiillung. Bei 
unveranderlicher Gasmenge und konstant gehaltenem Volumen ist der 
auftretende Druck der absoluten Temperatur exakt proportional. Als 
besonderen Vorteil erhalt man die absolute Temperatur direkt in Joule 
je 1024 Gasmolekiile, wenn man die festen GréBen n in D-Mol und V 
in m? mit und den variablen Druck # durch Wagung in N/m? ermittelt. 
Man kann also die Temperaturwaage direkt in J/D-Mol eichen!. Dazu 
dient, wie aus Abb. 1 ersichtlich, die Temperaturgleichung der Tem- 
peraturwaage 


Gasdruck = Gewichtsdruck + Atmospharendruck, 


N _ {m} {g} kg: ms™ N 


{p} m2 ad {s} m2 A {A} m2- (23) 


(22) 


1 Natiirlich iiber Gl. (18) auch in °K. 
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Andererseits ergibt sich aus (22) unmittelbar, daB die Temperatur- 
waage die Erfiillung der beiden zu Anfang des Kapitels 3 genannten 
Forderungen verbiirgt: 

1. Sie erméglicht die Aufstellung einer rein kinetischen Temperatur- 
skala, die von allen Festpunkten losgelést bleibt, obgleich man sich 
nur mit groBen experimentellen Schwierigkeiten ihrem einzigen, nattir- 
lichen Festpunkt, dem absoluten Nullpunkt ZT = 0 annahern kann, 
bei dem erst # = 0 ware, wenn sich das Fiillgas vorher verfliissigen 
wiirde. 

2. Sie verbiirgt die exakte Verkérperung der koharenten MKS- 
Einheit der absoluten Temperatur Joule/D-Mol durch Wagung mit 
Eichgewichten (in vollkommener Analogie zur Verkérperung des abso- 
luten Ampere durch die Stromwaage). 

Sie erlaubt natiirlich auch eine leichte meBtechnische Erfassung der 
MKS-Einheit der Aquipartitionsenergie, denn es besteht gema8 (18) 
die Beziehung _ 

3 J (Translationsenergie) | 10~24 J (Aquipartitionsenergie) 
1024 (Gasmolekiile)  ~—« therm. Molekiile x Fr.Gr. ~ 


Man hat also nur die Temperaturskala in J/D-Mol mit dem Faktor 
1/3 - 10-24 zu multiplizieren, um eine Skala in J/therm. Molek. x Fr.Gr 
zu erhalten. 

Die Existenzberechtigung und der physikalische Sinn des Faktors 2/3 
in der Definition (22) lassen sich besonders einfach direkt beweisen, 
wenn man als Gasbehalter der Temperaturwaage eine Kugel mit dem 
Radius 7 wahlt und annimmt, daB in ihr N Molekiile, oder n D-Mol 
mit dem mittleren Impuls mv herumschwirren. Nach der kinetischen 
Temperaturdefinition erhalt man dann unter der zuldssigen Annahme, 
daB die St6Be der Molekiile gegen die Innenwand der Kugel vollkommen 
elastisch sind, mit den gleichen Ein- und Ausfallwinkeln « die Gleichung 


Dick =- Impuls eines Molekiiles | | Gesamtmolekiilzahl 
~ Zeit zwischen zwei Impulsen  Kugelinnenflache ’ 
2micosa N N mo? 2 Nemi"~ 291 
ery ae aji4nr? 4272 3V2 3V a ee 


Der Faktor 2/3 ist also durch den molekularen Vorgang der Druck- 
erzeugung bedingt und nimmt eine grundsatzliche Stellung ein, was im 
nichtkoharenten MKS°K-System nur durch R verschleiert wurde. 

Von den Konstruktionsdaten der Temperaturwaage spielen nur das 
Volumen V und der Querschnitt s des Kolbens eine Rolle. Bei den 
Messungen mu man aber noch, wie die Gl. (23) zeigt, die am MeBort 
bestehende Erdbeschleunigung g und den herrschenden Luftdruck A 
beriicksichtigen. Sei etwa angenommen 
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so ergeben sich nach freier Wahl der Fiillgasmenge von beispielsweise 


n= 1 D-Mol fiir niedrige Temperaturen, 
n = 10-1! D-Mol fiir mittlere Temperaturen, 
n = 10-? D-Mol fiir héhere Temperaturen 


mit dieser Ausfiihrung der Temperaturwaage die folgenden MeBbereiche, 
wenn zur Wagung Gewichte zwischen 0 und 9 kg verwendet werden. 


Tabelle 2 

n A M T ie 

D-Mol | 105 N/m? kg J/D-Mol °K 
| 

1 Pe Oevali ls pb. 70 Osers ee lOO Ge MeO)? ..cn, 64,83 

1 1 Ea Vom. 1000 4.63272) 48,30 
107) 1 0...9 1000... 10.000 48,29... 482,99 
1: «| 1 0...9 10 000... 100 000 482,99...4 829,96 


Die erste Zeile dieser Tabelle zeigt, daB man unterhalb der absoluten 
Temperatur von 100 J/D-Mol = 4,83 °K die gewahlte BaugréBe der 
Temperaturwaage nur noch dann beniitzen kénnte, wenn man an Stelle 
des Waagetellers mit Kolben an den Rohransatz des Gasbehalters ein 
Vakuum-Fliissigkeitsmanometer anschlieBen wiirde. Damit kénnte man 
auch die Bedingung erfiillen, die Gasdichte méglichst gering zu halten, 
damit man die VAN DER WaaAtschen Stérungskonstanten vernach- 
lassigen kann, was ja gerade bei niedrigen Temperaturen besonders 
wichtig ist, um das Fiillgas dem idealen Zustand méglichst nahe zu 
bringen. Bei héheren Temperaturen erfiillt sich diese Bedingung von 
selbst, wie die vierte Zeile der Tabelle zeigt. 

Die Kolbenreibung und damit die Einspieldauer des Waagetellers, 
14Bt sich durch Drehen des Kolbens vermittels eines kleinen Elektro- 
motors stark herunterdriicken. 

Die Empfindlichkeit der Temperaturwaage ist sehr gut; im ge- 
wahlten Ausfiihrungsbeispiel entspricht, wie aus der Tab. 2 hervorgeht 


i] 


diff 1] ~~— = 0,0483 °C 
einer Temperaturdifferenz von nur D-Mol ; 


[ 10° ¢ ftir m=" 1. * D-Mol 
bereits die Gewichtsdifferenz { 1,0 g fiir n= 10-1 D-Mol 
| 0,1 g fiir 1 = 10-2 D-Mol 
Die Wahl des Fiillgases beeinfluBt natiirlich in keiner Weise die 
Werte der Tab. 2, da alle idealen Gase bei gleicher Anzahl von ther- 


mischen Molekiilen in gleichen Volumen und bei gleicher absoluter 
Temperatur auch gleichen Druck bewirken. 
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Von der Gasart haingen jedoch die MeBgenauigkeit und die Méglich- 
‘keit ab, verschiedene Temperaturbereiche besser zu erfassen, wie es fiir 
einige Edelgase die folgende Tabelle zeigt. 


Tabelle 3 

; Kritischer Punkt 

ee oe Verfliissigungstemperatur 
Gas Seale! Druck Temperatur bei p = 105 N/m? 

8 105 N/m? aby 
He 6,67 2,33 — 267,9 —968:9 “C= 4:5 “ke 
Ne 33,5 27,8 — 228,7 —=241 1 "C= BOGGS 
Ar 66,6 49,6 —122,4 —185,9 °C = 87,26 5 
Kr 140,0 56,0 — 63,8 =—153,2 “C =1N9 96k 


Wie aus der Tabelle ersichtlich ist, kann man niedrige absolute Tem- 
peraturen tiberhaupt nur mit leichten Gasen erreichen. Es ist ein Zufall, 
daB fiir die als Beispiel gewahlte Temperaturwaage die Verfliissigungs- 
temperatur von He bei # = 10° N/m? = 1 atm der in der Tab. 2 in der 
ersten Zeile angefiihrten, unteren Grenze der Verwendbarkeit der 
Kolben-Waage sehr nahe liegt. Da man aber fiir hGhere Temperaturen 
auf 10-1, beziehungsweise 10-2 D-Mol iibergehen muB, ist es vorteilhaft, 
schwerere Gase zu verwenden, da die MeBgenauigkeit der Temperatur- 
waage von der Genauigkeit sehr wesentlich abhangt, mit der man so 
geringe Gasmengen abwiegen kann. Eine obere Grenze der Verwendbar- 
keit der Temperaturwaage ist vor allem durch die Temperaturfestigkeit 
der Konstruktionsmaterialien bedingt. Mit Wolfram-Gasbehalter und 
Hillkalorimeter k6nnte man nahe an 3400 °C gelangen. Fiir noch héhere 
Temperaturen lieBe sich auch der Gasbehalter allein als Strahlungs- 
Temperaturwaage verwenden, wenn man zum Beispiel 1 cm? seiner 
auBeren Oberflache als ,,idealen schwarzen K6rper‘’ ausbilden wiirde 
(durch einen zweckmaBigen Belag) und dem Rest der Oberflache eine 
moglichst adiabatische Isolation gabe. Die Temperaturwaage kann da- 
mit also die Grenzen der drei internationalen Eichthermometer nach 
oben und unten weit iiberschreiten. 

Wie sich aus der Verkniipfung der Gln. (22) und (20) ergibt, gilt 
fiir die Temperaturwaage die Eichgleichung fiir MKS-Einheiten 


CAT cit ace ee ee N 
‘AT TMi a DeMol 0 ae Damar ae 
Die Konstanz des hierin auftretenden molaren Warmekoeffizienten 
bei konstantem Volumen c, = z/3 ist, wie schon erwahnt wurde, die 
einzige Bedingung, die das Fiillgas einhalten muB, damit die thermo- 
dynamische Temperaturskala von KELrvIn exakt realisiert wird. In 
welchen Grenzen ein gegebenes Fiillgas in diesem idealen Zustand ver- 


(25) 
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bleibt, 1aBt sich tiberwachen, wenn man zunachst die Warmeabsorbtion 
der Temperaturwaage ohne Fiillgas ermittelt, und dann im Verlauf der 
Temperaturwagung mit Fiillgas die zu- und abgefiihrten Warmemengen 
miBt, die gleichen Druckstufen entsprechen. 

Die Bevorzugung von einatomigen Edelgasen hat den Vorzug, daB 
die Atome bis zu hohen Temperaturen nur drei Freiheitsgrade haben 
und daher c, = 1 ist, daB sie somit mit dem idealen Wirkungsgrad 
von 100% Warme in Temperatur umsetzen. Vom theoretischen Stand- 
punkt betrachtet, eignet sich somit die Temperaturwaage mit Edelgas- 
fiillung vorziiglich zur Festlegung einer kinetischen Temperaturskala, da 
sie Lord KELviNs thermodynamische Forderung AQ/AT = konst. exakt 
erfiillen und gleichzeitig die MKS-Einheiten der Temperatur, J/D-Mol 
und der mittleren Aquipartitionsenergie J/Molek. und Fr.Gr. ohne 
Zuhilfenahme irgend eines Festpunktes verkérpern kann. Ihre meb- 
technische Realisierung und Verwendung als Norm-Eichthermometer 
fallt in das Zustandigkeitsgebiet gut ausgeriisteter Eichlaboratorien. 


7. Schlu’folgerungen 


Die vorangegangenen Untersuchungen lassen sich zu folgenden For- 
derungen zusammenfassen: 

1. Man soll als MKS-Mengeneinheit das D-Mol = 1074 wahlen und 
das LoscumipTsche g-Mol, wenn iiberhaupt, so nur als chemische Massen- 
einheit beniitzen. 

2. Man sollte als Druckeinheit 10° N/m? wahlen, welche Einheit 
bereits als Bar verwendet wird und die 1,0197 at gleichkommt. 

3. Man muB die bisher verwendete Temperatureinheit °K = °C als 
MKS-Einheit fallen lassen und durch die kinetische Einheit J/D-Mol 
(= 0,0483 °K) ersetzen. 

4. Gleichzeitig kann man fiir die Atomistik als MKS-Einheit der 
Aquipartitionsenergie 10-2 J/Molekiile u. Fr.Gr. (= 0,1449 °K) ein- 
fiihren, wodurch die Doppelsinnigkeit des °K behoben wiirde. 

5. Dementsprechend sollte man die ,,internationale Temperatur- 
skala‘‘ samt ihren sechs Fixpunkten fallen lassen und durch die kine- 
tische Temperaturskala ersetzen, die nur an den absoluten Nullpunkt 
und an die Forderung 4Q/AT = konst. gebunden bleibt. 

6. Man kann somit auch alle drei Eichthermometer der Temperatur- 
skala von 1927/48 fallen lassen und durch eine einzige, zu normali- 
sierende Temperaturwaage ersetzen, durch welche die MKS-Einheiten 
der Temperatur und der Aquipartitionsenergie in gleicher Weise an das 
Norm-kg gebunden und materialisiert werden kénnen, wie das Ampere 
durch die Stromwaage. 

7. SchlieBlich sollte man allgemein bekanntmachen, daB der Uber- 
gang zu den thermischen MKS-Einheiten in allen Gleichungen der 
Thermik nur die konsequente Durchfiihrung der Substitution Rk = 2/3 
und k = 2/3- 10—?4 erfordert, welche eine vollkommene Klarstellung des 
kinetischen Sinnes aller GréBen der Thermik erméglichen. 

16* 
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Summary 


The authors derive the formulas and discuss the heat transfer 
phenomena on rotating sphere and cylinder in a free molecule flow. The 
bodies in question are subject to both rotational and translational 
motions. No radiation phenomena are considered. 


Introduction 


The current interest in satellites and space vehicles suggests the 
necessity of calculating the drag and heat phenomena on bodies of 
various shapes which may be applied to space-flight purposes. The 
goal of the present analysis is to determine the effect that the spin has 
on the heat transfer to a few of satellite-type bodies. The method of a 
free molecule flow is applied to calculate the equilibrium surface tem- 
perature of the spinning bodies for the high velocity motion in a rarefied 
gas. The analysis is limited to a monatomic gas and includes spherical 
and cylindrical bodies. 


1. Fundamental Equations 


Neglecting the radiation phenomena and taking into account the 
accommodation coefficient, 

a = (dE; — aE,) (dE; — dE), (1.1) 

(E;, E, energies of the impinging and reflected molecules, respectively, 

Ey», energy which would be re-emitted from the surface if all the 

molecules were reflected with a MAXWELLIAN distribution corresponding 

to the surface temperature, T,,), and the internal heat exchange (heating 


1 At present with Douglas Aircraft Company, Missiles Division, Santa Monica, 
California, U.S.A. 
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or cooling), positive when the heat is removed from the skin and stored 
inside the body, dQ = dE; — dE,, one obtains: 

dQ = «a (dE; — dE,). (1.2) 
Let us assume a surface element, dS, and a Cartesian coordinate system 
{x, y, 2}, with the x-axis being normal to dS. The incoming flow has 
the macroscopic velocity U(U,,U,,U,) with U, = — U cos q, 
U, = — Usind, U,=0, (¢ the angle between the x-axis and U- 
direction). The molecular velocity components in the coordinate system 
in which the macroscopic velocity of the gas is zero, are {&’, 7’, ¢’} and 
the velocity components of the molecule in the coordinate system where 
the observer is considered at rest (he moves with the velocity U in the 
system where one has {é’, 7’, ¢’}-components) are § = & — U cos d; 
n=yn' — Using and( =¢’. In the usual way, using the concept of a 
cylinder, one calculates the number of molecules striking a unit area 
in one second: 

Neng dé dn dt = —N fE dé dn db, (1.3) 
with / denoting the molecular distribution function, and N the total 
number of molecules per unit volume, and the elementary incident 
energy, dE;, for a monatomic gas of the impinging molecules per second 
and per unit area: 


0 +0 +0 
dE; = — fof as fa [sqeaatecnsay, (1.4) 


where 90 = Nm (m = mass of a molecule). In the case of a monatomic 
gas, the translational energy of a molecule issuing from the surface at 
the temperature Ty, is & =—=2mRT, (R = gas constant) [Ref. 1} 
p. 64] and the elementary energy, dE», per second and per unit area, is: 


0 oD + 00 
dE, = —20RT, fas { an [ rea (1.5) 


where the assumption is made that the number of the impinging 
molecules is equal to the number of the reflected molecules. For a given 
body, the expressions (1.4) and (1.5) must be integrated over the surface 
of the body. 


2. Sphere 


Assume a meridional cross-section of a sphere of radius “‘a’’, located 
in a vertical plane and an element of area, dS attached to this meridional 
curve. The chosen system of coordinates is as follows: x% is normal to dS 
(in radial direction), y tangent to the sphere and to the meridional curve 
in the vertical plane, z tangent to the sphere in the horizontal plane. 
Let the distribution function be the usual MAXWELLIAN distribution: 


f= (Qa K2)s 7 exp. 
“{— [(E + U cos $)* + (n + Using)? +07] (2RT)-}. (2.1) 
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An element of area of a sphere of radius “‘a’’ is: 
dS = a* sind dd dO; OS 0 =n; =p S20 (2.2) 


Using eqs. (2.1) and (2.2) in eq. (1.4) furnishes the expression for the 
total energy flux of the impinging molecules: 
0 


Ei=— ea? @aRT)- w foe[mfac[as 


| se exp eo CU (2.3) 
0 


+2U (€cos$¢ + ynsin ¢)] (2R T)-} sind do. 
The result of the tedious integration is (the used integrals are listed in 
the Appendix): 

Fea p(R 1) f(s); S= (2RT)-42: (2.4) 


ye 1 
“AGS (4 E s* + 3) exp (— s?) + (483 + 8s + 5s7}) OEM I erf s], 
(2.5) 
In a similar way one calculates F,, a 


Eo = —20a*RTz Rehts (ime (2.6) 


with the result: 
Fig 2 OF ple 1) 2S), (2.7) 
tl 
#,(8) = 2 22}? Jexp (—s*)-- @s--s) > at? ert | : (2.8) 


with 
erie == 2-1 [exp (— ¢?) dt. 
6 


The next case to be considered is the one in which the sphere is spinning 
around its flight axis. If the sphere is considered to be fixed in the 


space, the gas has a relative macroscopic velocity, ee U +r o, 
where y is the radius perpendicular to @ — vector. The macroscopic 
velocity components are now: 

V,=—Ucos¢; V,=— Using; V=TO—Oasin ; 
and 

&’=&+4 Ucos¢; ni =n+ Using; ¢’=C—-awsing. 
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The result is: 


0 +0 +0 Ed 20 
Ej = — Feat QaR nyse fas {an f az fag [e+ 8ot+ eM: 
=O —o —o 0 0 : 


-exp{— [€%+ 724 €?4+ U?42U (Ecos$+nsin d) —2Cawsingd + 


+ a*w?* sin? 4] (2 R T)—}- sing dd, (2.9) 

with the-result E,/ = E; + Ejaaa’; Eiaaa’ = 7 a4 9 (R T)” f,(s), where: 
1 I 

Ae q eal + s—?) exp (— s?) + (4s + 4s-1 — s-3) aur erf | b 

(2.10) 


In a similar way one obtains E,’: 


0 +0 +0 Es 2a 
By =— 290 RToQaRT)-% f at {ay f at fad | Eexp- 
ae) —0 0 0 


-{— [& 4+ 77+ C24 U2+42U (EcosP6+ sin d) — 
—2Cawsingd+ a?w?sin? ¢](2RT)}sin¢gdé; Ey’ = Ey. (2.11) 
The next case is that of a sphere spinning about the axis perpendicular 
to its flight axis with the result: 


Vi.=—Ucosd; Vy=—Usind—aawsinO; V,=awcos¢cos6; 
(2.12) 
&’= &+ Ucos®¢; n =yH+ Usingd+aasin 6; 
¢’= € —awcos ¢cos 6. (2.13) 
The result of the integration is: 
EB," — E; +- Ena: Bena = wat 0 (R fh Ta(s); (2.14) 
iA : (Zar) E — s~*) exp (— s?) + (12s + 4s-1+ s-%)- 
) 
1 

sea ire ert 7 (2.15) 

Andie ie 


3. Cylinder 


In this case only the incident energy flux of the molecules striking 
the side of the cylinder will be calculated. In general, a cylindrical 
vehicle will have a specific nose (semi-sphere, paraboloid of revolution, 
cone, etc.) configuration and a specific tail configuration (rocket motor 
nozzle; etc.), and these will require a special analysis. Assume a circular 
non-rotating cylinder and the motion of the gas of the velocity U in 
the direction of its longitudinal axis. An element of area of the side, 
dS, has the following coordinate system: x in the radial direction 
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(perpendicular to dS), y in the tangential direction (tangent to the 
circular cross-section of the cylinder), z in the longitudinal direction; 
thus one has: 


a0, US OF UU =O, SE tea C=C. 
(O21) 
The distribution function has the form: 

{ = (2 R T)-%” exp {— [£24 9? + 224+ U?—2CU](2RT)-}, (3.2) 


and the element of area of the side is: dS = ad@ dl, withhO<@0<2a 
O</<L. The result of integration is: 


E;-=aLo (RT)? f,(s) ; fy = (222)? (s? + 2); (3.3) 

similarly: 
EY = - sean [uc fon [ac foo eva (3.4) 
Peel ok le (inl) 2,; eee (aot) (3.5) 


When the rotation is considered: 
¥,=0; Vo== 6 OF: Vo UT: B le=ne : n =n—ao; 
=f U; (3.6) 
l 1/2 
oe a + Ej eada | Eg =O 8 Lo (RT)? ls qt] ; (3.7) 
ZA lee ae toe 


The result (2.4) differs from the corresponding expression obtained 
previously in Ref. [2]. Evidently, both results were obtained in two 
formally different ways. Eqs. (2.10), (2.15) show a singularity for s = 0. 
This is so since during the integration procedure there appears an 
integral of the form: 


4 


| sin ¢ cos? ¢ exp (— s* cos? d) df = I(s). (3.8) 
6 
Consider also the integral with the integrand with s = 0, Le.: 


4 


[om dp cos? ddd = C. (3.9) 
0 
It is obvious that 


EEE jo [sntcor sae C2 (3.10) 


Thus the outlined method oe not furnish results at s = 0. 
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4. Discussion of Results. 


Let us summarize the results: 
(i) sphere has only a translational velocity: 


p= ap ie Tye yas (4.1) 
(ii) sphere has an additional spinning motion about its flight axis: 
Ej! = E;-+ w* a4 0 (R T)** f(s); (4.2) 


(iii) sphere has an additional spinning about an axis perpendicular 
to its fight axis: 


B= E; - @o*a*o(R 1) 7,5): (4.3) 
The energy flux re-emitted from the sphere is the same in all the cases: 
ho= hy = Lhe =e oll, (hk fie, (4.4) 

(i) Cylinder has only the translational motion: 
Epo el ote fey iS) (4.5) 


(ii) Cylinder has an addi- 
tional spinning about its lon- 
700000 4/8) gitudinal axis: 


E;.' = 
= E;,+ w*a® Lo (RT) f,; 


1 \e2 
($2) ; (4.6) 


the energy flux re-emitted 
from the cylinder is the same 
in both cases: 


Eos = Lg g = 
=aLoRTy(RT)¥2¢5, (4.7) 


with f, = (4)¥? and g, = 2° 
-(22)"/?, The graphs of the 
functions f;)s and g;’s are 
presented in Fig. 1. The values: 
of f,(0) and g,(0) (¢ = 1, 2,...)| 
were calculated with the value. 
of s = 0 inserted very early in) 
the process of calculation, to. 
avoid the difficulties men-- 
JO tioned in eqs. (3.9) and (3.10). 
From the equations, given: 
above, one can calculate Ty, 
Fig. 1. Molecular Speed Ratio Functions or Q. For illustrative pur-- 
poses assume the case of a 

sphere rotating around its flight axis. Then: 


Qa-t = a%e [(R T) f(s) + 08 a? (RT)? f(s) — 
i — RTy (RTP? g(s)], (4.8) 


70000 


7000 


Molecular Speed Katia function, ts) aa ys) 
N 
Ss 


70 


0 70 20 
Molecular Speed Kerio, 
5 V7/2M «UfV2RT 
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from which one can calculate T, for various values of and Q and «x. 
The analysis indicates that the energy flux transmitted to the surface 
increases if the sphere or the cylinder have a spin. In general, for the 
case of a spin around the axis perpendicular to the direction of transla- 
tional motion the energy flux to the sphere is greater than to the sphere 
rotating around its flight axis. 

Above, we related mutually two systems of coordinates: (i) a moving 
body and the gas at rest; (ii) the body at rest and a moving gas. But 
in that transformation we did not consider the mutual relation of the 
centrifugal forces which are imparted to the molecules of the gas in 
both systems. Since this influence was neglected and it may be of 
some non-negligible order of magnitude and importance, the above 
calculations present only the first approximation. 


Appendix 
+0 


0 
[ sepcas—tnara— [ sexp(—ast sba)dr= 
0 


z 


: 
: = — (2.a?)-1 ( + 22+ bat? (£ + 2?) [a + [ow (— #?) uf 
0 


‘exp | i with 27 == b2 (4a) a): 


z 
[ox (— 2?) dt = tn} erf z; 
0 


[ ex (— h x?) dx = (x1h)1?; 


exp (— p #2 4+ q x) dx = (np)? exp [g? (42) —]; 


4 
mu 


cos sae = f cost — sin? x) dx = [sin x — }sin* x] = 0; 
0 
4 
™ 
sind cosfpdfd = | $sin2hdp = [— }cos2¢]= 0; 
0 
0 


sin  cos* ¢ db = [— ¢ cos] = 0; 
0 


a el 
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0 
[ se (— ax? —bx) dx = — 4a — bat? (4a/*)—1 [1 + erfz]: 
-exp (b? (4a)—1], with Ea eA) am 
[6 cos? f exp (— s? cos? g) dp = — s® exp (— s*) + 
0 
4 
=EN(2 ant | sin d exp (— s® cos? g) dd; 


0 
TM 


| sin ¢ cos? ¢ erf (s cos @) db = $erf (s) — (2 sat?) exp (— s?) — 


0 


% 


— 3 (sat?) 4 a sin ¢ cos? ¢ exp (— s®? cos? g) dd, (by parts); 


0 

wt 7 
[sng cos ¢ erf (s cos $) db = co | sin exp (— s* cos? g) db — 
0 6 

14 
= cai | sin d cos? ¢ exp (— s® cos? h) dd; 
0 

+ 00 

[+ exp (— h x?) dx = £ah® 1-822; 
—o 

+ 00 


# exp (— pa? + qx) dx = (wp—*)N? gq? (4p?)—1 (L + 2pq *)exp [q? (4p); 


4 


i cos f sin’ d dp = [4 sin4 $1 - = 0; 
0 


20 
27 
sin? 0 d@ = [4 (0 — sin 8 cos 0)] =; 
0 


0 
0 


[ soni ax?) da = — (2a); 
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b(t) b(t) 


d 
a f(x, t) dw = f(b(2), t) 6’(é) — f(a(t), t) a’(t) + fe (*,t) dx,  (LErBnitz’s rule) 


a(t) a (t) 
ba 
{ sin ¢ exp (— s? cos? g) df = m1/? s—lerfs; 


0 
x 


il sin ¢ exp (s? sin? g) dé = 1/2 s—1 exp (s?) erfs; 


0 
+o 


[vex (— px? + qx) dx = (mp)? q (2p) 1 exp [2 (46) 1); 


2x 


22 
[ cos 0a = [4 (6 + sin 6 cos #)] =z; 


0 
0 
0 
[= exp (— a #?) dx = — (2.a?)—1; 
i 2Qq7 
[cos 44g - | ose — sin? 4) dd. 
0 0 
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Anomalien bei der Bestimmung der spezifischen Elektronen- 
ladung mit Hilfe von Fadenstrahlen in Stickstoff 


Von 


Rudolf Gebauer und Adolf Franz 
Physikalisches Institut der Technischen Hochschule Graz 


Mit 3 Abbildungen 


(Eingegangen am 31. Juli 1958) 


Bei der Bestimmung von e/m, wurden in einer mit Stickstoff gefillten Glas- 
kugel Fadenstrahlen erzeugt, die durch ein homogenes Magnetfeld zu Kreisen ge- 
bogen wurden. Mittels der bekannten Formel e/m, = 8 U/d? B® wurde dann 
die spezifische Ladung aus der Beschleunigungsspannung U, dem Kreisdurch- 
messer d und der Induktion B des Magnetfeldes berechnet. 


Versuchsanordnung | 


Zur Erzeugung der Fadenstrahlen wurde ein Strahlensystem benutzt, 
das sich aus einer indirekt geheizten Oxydkathode, einer Lochblende 
und einer durchbohrten Anode mit einem zylindrischen Réhrchen zu- 
sammensetzte. Die Anode bestand jedoch nicht aus einer einfachen 
Scheibe, sondern wurde als Kastchen ausgefiihrt, dessen vordere Seiten- 
flache als Anode wirkte, wahrend der hintere Teil als Auffanger fiir den | 
abgelenkten Strahl diente. Die genauen Mae sind der Abb. 1 zu ent-. 
nehmen. 


Das System befand sich in einem Glaskolben, an dem auBen HELM-- 
HOLTZ-Spulen zur Erzeugung eines homogenen Magnetfeldes ange- - 
bracht waren. Bei der Anordnung des Strahlsystems in der Kugel |! 
muBte die Homogenitatsgrenze des Magnetfeldes beachtet werden... 
Weiters ist noch ein 3 cm breites Kupfernetz zu erwahnen, das parallel | 
zu den Kreisen im Innern des Kolbens befestigt wurde, um so un-- 
kontrollierbare Wandladungen am Glas zu vermeiden. 


Die Messung des Kreisdurchmessers wurde mittels einer besonderen | 
Visiereinrichtung durchgefiihrt. Dabei spielte, wie die Rechnung zeigte, | 
die Lichtbrechung der Glaskugel keine Rolle. | 

\] 
} 


Der Druck der Stickstoffatmosphare konnte mit Hilfe einer Nach-: 
strémeinrichtung dynamisch geregelt werden. 
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| Abb. 1. Glaskolben mit Strahlsystem zur Erzeugung von Fadenstrahlen. 7 Anode, 2 Pfanne fiir Oxyd- 
schicht, 3 Homogenitatsgrenze, 4 Kathode, 5 Heizung, 6 Lochblende, 7 Kupfernetz 


MeBergebnisse 


Die spezifische Elektronenladung wurde in Abhangigkeit von der 
Induktion 6 des Magnetfeldes bestimmt. Dabei wurde als Parameter 
die Beschleunigungsspannung U benutzt und entsprechend den Angaben 
in der Tab. 1 bei den Spannungen von 150, 200, 250, 300 und 250 Volt 
gearbeitet. Unter Verwendung des elektromagnetischen C.G.S.-Systems 
folgen fiir die spezifische Ladung 


I) i eee ste 
Mo Rea! d? [cm] B? [GauB] 


die in der letzten Spalte der Tabelle eingetragenen Werte. 
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Tabelle 1. Bestimmung der spezifischen Elektronenladung (e/mp) mit 
Hilfe von Fadenstrahlen in einer Stickstoffatmosphare 
p Druck in Torr, U Beschleunigungsspannung in Volt, B Magnetfeldstarke in GauB) 
d Durchmesser des Kreises, (e/m ) spezifische Elektronenladung 


i 


U B d elm 
*MeBreih P 0 
as Torr V GauB cm 107 cm1/2 g—1/2 
ne Mees ok emia By eee 
16,2 5,10 1,760 
15,0 5,75 1,635 
1 1,6: 10-3 150 13,9 6,30 1,538 
12,7 7,00 1,520 
11,5 7,75 1,512 
18,5 5,00 1,850 
17,3 5,60 1,685 
16,2 6,20 1,587 
—=§) 9 , 7 2 
2 1,6- 10 200 15,0 6,75 1,562 
13,9 7,30 1,538 
12,7 8,00 1,528 
19,7 5,30 1,835 
18,5 5,80 1,740 
17,3 6,35 1,655 
—3 DF t ‘ “ 
3 1,6° 10 258 16,2 6,90 1,623 
15,0 7,50 1,588 
13,9 8,10 1,578 
18,5 6,50 1,668 
18,0 6,70 1,650 
17,3 7,05 1,617 
4 Boe : 
1,6- 10 300 16,8 7,30 1,600 
16,2 7,55 1,600 
15,0 8,20 1,590 
20,8 4,90 1,923 
19,7 5,20 1,908 
18,5 5,55 1,895 
5 2.3. 10-8 250 17,3 6,20 1,740 
16,2 6,90 1,600 
15,0 7,50 1,583 
13,9 8,10 1,580 


Wie man aus den MeBwerten entnimmt, ergab sich fiir e/m, bei den 
verschiedenen Beschleunigungsspannungen kein konstanter Wert 
sondern eine Abhangigkeit desselben von der Induktion B des ablenken- 
den Magnetfeldes. In den Abb. 2 und 3 sind die Ergebnisse graphisck 
dargestellt. Die Zahlen an den Kurven beziehen sich auf die in dei 
Tabelle angefiihrten MeBreihen. 
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Nach dem Kurvenverlauf der Abb. 2 konnte man annehmen, dab 
e/m, bei weiterer Erhéhung der magnetischen Induktion weiter an- 


ZI 


< 
a 
(10’cmeg 2) 


70 


76 1G 20 


72 77 14 75 76 
B (60055) 


Abb. 2. Spezifische Elektronenladung e/m, als Funktion der magnetischen Induktion B. e/m) = f(B) 
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Abb. 8. Spezifische Elektronenladung e/m, als Funktion der magnetischen Induktion B. e/m, = /(B) 


steigen wiirde. Dem ist aber nicht so, wie die in Abb. 3 wiedergegebenen 
Messungen zeigen, die gegeniiber den vorhergehenden auch noch bei 
gréBeren Werten des magnetischen Feldes ausgefiihrt werden konnten. 
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Wie man sieht, neigt sich die Kurve bei gréBeren Werten der Induktion 
wieder nach unten und nahert sich asymptotisch einer Geraden parallel 
zur B-Achse. Zeichnet man nun probeweise auch eine Asymptote zu 
dem linken Ast der Kurve und zieht man weiter die Mittelparallele, so 
liegt diese bei e/my = 1,75- 10? cm'2g—1/?, was gut mit dem Standard- 
wert von 1,759- 10’ cm!/2g—1/2 iibereinstimmt. 


Zusammenfassung 


In der vorliegenden Arbeit wurde die spezifische Ladung e/m) mit 
Hilfe von Fadenstrahlen in einer Stickstoffatmosphare bestimmt. 
Interessanterweise ergab sich jedoch kein konstanter Wert fiir die 
spezifische Ladung, sondern ein solcher, der sich mit der magnetischen 
Induktion B verandert. Fiir dieses abweichende Verhalten diirften 
wohl die komplizierten Entladungsverhaltnisse im Fadenstrahl verant- 
wortlich sein. Die experimentellen und theoretischen Untersuchungen 
werden fortgesetzt. 

Der Deutschen Forschungsgemeinschaft sei auch an dieser Stelle fiir 
die Bereitstellung von apparativen Mitteln zur Durchfiihrung dieser 
Arbeit allerbestens gedankt. 


Rigorous Solution of Einstein’s Unified Theory for a Special 
Type of Symmetry 


By 


J. R. Rao 
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(Received October 21, 1958) 


Summary 
A particular rigorous solution of EINSTEIN’s unified field equations in the 
“weaker form’ with certain restrictions has been obtained corresponding to the 
infinite plane of the general relativity with both electric and magnetic fields present. 


Introduction 


Particular rigorous solutions of EINSTEIN’s unifed field equations [1] 
have been obtained previously by PAPAPETROU [2], WYMAN [3], 
BANDYOPADHYAY [4,5], BONNOR [6, 7] and GHOSH [8]. PAPAPETROU [2] 
has solved the ‘weaker equations’ with 4 term introduced by SCHR6- 
DINGER [11], for a spherically symmetric combined gravitational and 
magnetic field!. BANpyopADHYAY [4], after correcting the expression 
for R,, (which was worked out but not used by PAPAPETROU), obtained 
the solution of these equations in ‘strong form’. PAPAPETROU also 
formed the field equations for a spherically symmetric combined 
gravitational and electric field but did not obtain any general solution 
of it. Wyman [3] has solved these equations in ‘weaker form’. 
Bonwnor [6] has also considered the same case and has extended WyMAN’s 
results suggesting an interesting twist in the interpretation. In another 
paper Bonnor [7] has solved the field equations in the ‘strong form’ 
for combined electric and magnetic field for the spherically symmetric 
case interpreting his results as before [6]. A solution other than spher- 
ically symmetric has been obtained by BANDYOPADHYAY [5]. He has 
solved the field equations with magnetic term only, (then interpreted 
by him as electric term), for the particular case analogous to an infinite 
plane of the general relativity. GHOosH [8] has obtained solutions of 
the field equations in the ‘strong form’ for cases where a pair of distinct 
antisymmetric g,,'s with different indices are present (viz. £44, S93 OT 


1 We have not entered into any interpretation in this paper but we shall refer 
£4 and gy, aS magnetic and electric fields following the usual terminology. 
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Loar &13 OF Liz, Bg). He has not entered into any interpretation. 
Bonnor’s [7] solution turns out to be a special case of GHosH [8]. 

No attempt has so far been made to solve the field equations in 
‘weaker form’ for any case in which both the terms usually interpreted 
as magnetic and electric fields are simultaneously present. In this 
paper a solution of such a nature has been attempted. The mathematical 
difficulties, however, has compelled us to confine the solution to only 
a special value of an arbitrary constant occurring in the integration of 
one of the field equations. The solution thus obtained is therefore 
more general than the stronger solution but is restricted in comparison 
with the weaker solution. 

EINSTEIN’s field equations in the ‘weaker form’ which are solved 
in this paper for a special case are: 


r;, = 0, (1.1) 
V 
Jey =— (). (1.2) 
Rint + Reve t+ Rie = 9, (1.3) 
V V V 
where R’s are given by 

Ris = Dis — 3 (Cige + Un,) — De Toe +I as (1.4) 

and J”’s are obtained in terms of g’s by the equation 
Bina — &sh lia — Bison =O. (1.5) 
The symbol, ,,, below the indices denotes the antisymmetric part and 
the symbol, —, below the indices denotes the symmetric part of a tensor. 


2. The Symmetry of the Metric 
The symmetry of the metric which we consider is the one with the 
property that a section by x, = constant, x, = constant will give a 
two dimensional space which is homogeneous (i.e. has the same nature 
for every *, %3) and isotropic (i.e., has the same property in every 
direction at a particular point in x, — x3 space). It may be noted that 
the case of an infinite plane in the gravitational theory also has the 
same property in symmetric g,,. Further we assume the solution to be 
independent of %,. 
Homogeneity implies 
Bik (Xy, Xa, %g, %q) = Bin (%y, %q + R, X%y + h, %4), 
which means all the functions are independent of x, and x3. 
Isotropy implies that g;, = gi,’ for the transformation 
Ky = 4%, y=, 
Xo = %_' COSA — Xs SIN a, (2.1) 
XK, = Xy Sina + %4' COS, 
where 


Of, OX 


/ 
Sik = 8ab : 
; 8” 0%; Ox," 
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This gives us 

On ueOny 

OX O%' 

Since a, the angle of rotation in x, — x, plane is arbitrary, we have 
£12 = 9. (2.2) 


/ 
S12 = 812 = San = £42 COSH. 


Similarly we arrive at 
Bis bat —- Gea — Gai = baa g G19 hag — 0: (2.3) 

Again we have 
Oxe GX, 


803 = 803° = Sab ar 


Ss 2 ie ' 
Bl ant oa a Oe eset a& — SIN & COS & (£25 — 83a) 
PES 


whence it follows that 


623" 832 and So2 = 833: (2.4) 
We also have 
? Ox, 0%: 
fui — 81 7 S21 an, ax, , (2.5) 
and 
; OX, Ox, 
Ca = eat esi bua Gy,” ax, : (2.6) 
Adding (2.5) and (2.6) we get 
Ba Oke 
Siar C4 fare an, a, (S14 + 841), (2.7) 
from which the skew-symmetry of g,, is evident, that is 
Sia = — Sa1- (2.8) 
Now defining new %,, x as dx” = g,, dx,”, we have 
(New) g,, = 1. (2.9) 


With the restrictions (2.2), (2.3), (2.4), (2.8) and (2.9) the metric form 
with the new g’s will be 


il 0 0 ui 
0 G as 0 
—TI 0) 0 H 


where J,G, K, H are functions of x only. 


3. Derivation of I’s and R,,,’s 
The non-vanishing /”’s for the metric (2.10) are: 
1]/G?G'+2GK K’'— K°G’ 
2 G+ K2 : 


1 1 
Po, = I'33 = — 
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ee ad ee 
eather 

pie 2 
nh 

acaba HS 0 

iat eee 
mart 


and the non-vanishing R;, as calculated from. (1.4) are: 
a iGG + KK’ Oe ee ee 
dx| G?+ K2 Ate 


A (GG +KR\ 5 Seat) epee Fick 


Ry == 


Rye Es + Aa te) 
2g 88 2 dx G? + K? 
Rie teers: 2 ES 42 ROG = 70G? 
TZ G? + K? | egy 7s ae 4 b, 
l 5 if |e “BG KR “oKG 
ol ates eee 


(3.1) 


(3.3) 


J See , Vin Ph. , 2 
_ oF J WW’ 9 pHt pA l Ne ged ns th 
BEAL erode H+? 


PVIGG@ SREY RO Ver 
+ ¢ Cen lauy Aa 7 pre = f- 
2 G?4+K Gt ek 
4{-1 yg, BUH dH Ge +KK Ir + 4H") 
i G2 + K2 H +/[? 


(3.4) 


Rog = — Rg = — 


1 d|K?K'+2KGG@ — K'G 
2 dx G2 + Kk? 


1] KG’ —GK’'||G?G' 4+ 2GK K' — K?G@’ 
G24 K2 G24 K2 


irae ARK o KG Gia KG? 
ae AH - [2 G2 + K2 ? (3.5) 


a ee Oi Ae vs eel 
dx|.- Haar? 721 eer 


KG' —GK'\? HIl'’—4H'I|G@+KK’ 
ag G2 2 4 2 2 ns (3.6) 
+K H+T G2tk 

where primes denote differentiation with respect to x. 
It may be noted that the J"’s tally with those of BANDYOPADHYAY 
[5] 1f we put zero for K. The solutions for /"’s were obtained by him, 
PAPAPETROU [2] and by Bonnor (6, 7] by breaking the 64 simultaneous 
equations (1.5) into partial sets. We have obtained the J/"’s from a 
formula by GHOsH [9] based on the work of BosE [10]. These J”’s 
can be directly verified by substituting in (1.5). It is needless to point 
out that unique solution of Js exists provided certain equality between 
G, H,I, K is not satisfied into the analysis of which we do not enter. 


ES 


-_ 


2 


Ry =a Ry == 
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4. Solution of Field Equations 


The field equations to be solved for the case we are considering are 


Fe = 0, (4.1) 

i he ee |), (4.2) 

Ry =a) (4.3) 

Ros, 1 — 0, (4.4) 
and 

i =—=I()! (4.5) 


V 
We have to find G,H,/, K from the above equations (4.1) to (4.5). 
The equations (being five in number and variables only four) are ob- 
viously overdetermined. We shall establish their consistency later. 
Substituting, 
GIGS 0 l= 5 G06 w; 


i= Ksu.0, /# =a) SI; (4.6) 


where R, S,0,¢ are functions of x only, the equations (4.1) to (4.5) 
transform to 


aR? SI 1 R’ 2 , j Ss 2 
nenflt-Sesley rho. 0 


256 Wen BS; HRONOE 


Ro = Rog Sei ‘cosO+ Rsin 6 0’] + 0’ [R’ sin 6 — Rcos 66’) + 


zt (5) [R’ cos 6 + Rsin 6 6’] = 0, (4.8) 


S2 cos? h : 


w= [sing (Scosdg’ — S’sing)] + [—Ssing ge +> 


R 
: (a) + v"| + [S sind (S cos¢ ¢’ — S’ sin ¢)] E ms 4 = 0, (4.9) 


d ld : : 
oe | Fa, (RF sin 9 — Reos 6 6’) 


= 2 (R’ cos 6 + Rsin 6 0’) — = a (R’ sin 6 — Rcos@é | =0, (4.10) 


and 


peak 


S? sin? d (S’ cos¢ — S sing d’) — (2S S’sin?¢ + 2 S*sind cosd 


St 
IWge= 


V $3 
Ree 

+ S cose = 0. (4.11) 

The general solution of the set of equations (4.7) to (4.11) could 


not be found as mentioned earlier. Integrating (4.10), we get 


iv? 


Ry = — Rye = — aan 


(R’ sin 6 — Rcos 46’) + 


S 


+ 7 (R’ cos 6 + Rsin 66’) -4(3) (R’ sin 6 — Rcos 0 0’) = 
(4.10 a) 
where m is an arbitrary constant. 

The special case for which m = 0 has been solved in this paper. 
As has already been stated this makes the solution a restricted case of 
the weaker solution though it is more general than the stronger solution. 
The stronger solution will have to satisfy an additional equation R,, = 0. 

Multiplying (4.8) with sin @ and (4.10a) with cos @ and adding, 
we get 


va 0° + RO" +2 RO = 20s 8. (4.12) 


Similarly, multiplying (4.8) with cos@ and (4.10a) with sin@ and 
subtracting, we get 


‘Sy 
R’ +R’ = — 2msin 0. (4.13) 


Rigorous Solution of ErnsTein’s Unified Theory 257 


For m = 0, (4.12) gives 


=a R’ (4.14) 
where a is an arbitrary constant, and (4.13) gives 
ey 
ie R (4.15) 


where / is an arbitrary constant. 
Substituting the values of 6’ and S’/S from (4.14) and (4.15) in (4.7), 


we get 
d R’ R" Re 2 R’ 2 
ab . = it (7 | i (7 Ss a 
where 
= il 4 Ge 
“- He 


Equation (4.16) can be written as 


ea | R” La) oR | 
R od iS Pale (4.17) 


Putting R’* = v, this becomes 


12 wr 
R? d ()-4 Eee 


WA HEN DD 
1.€., 


where v, and v, denote first and second differential coefficients of v 
with respect to R. 
The above equation gives 


A ) , 2 
oN (be 2) a = ae a). (4.18) 
Putting 
Ue 
du 
ak 
and 
du 
Up = pa? 
(4.18) now gives 
Ha beat eel Se (4.19) 
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which is a linear differential equation in u,. From (4.19), we get 
(1—2) 
R 


where c, is an arbitrary constant. 
From the above equation we easily arrive at the relation 
RS 6K hea, (4.20) 
-where 0 and c, are arbitrary constants. 

We have so far used (4.7), (4.8) and (4.10) from which the differential 
equation (4.20) expressing R’ as a function of x has been obtained. 
When R is obtained from this equation, § and S can be found from (4.14) 
and (4.15). 

Now integrating (4.11) we get ¢ in terms of R as 


Uy = 


icy is 


é 
, 4. 
: (4.21) 


cos ¢ = 


where e is an arbitrary constant. 

Thus all the unknowns occurring in (4.7) to (4.11) are obtained in 
terms of R and the essential question is to solve R from (4.20) and also 
to verify that the solution thus obtained satisfies (4.9). But equation 
(4.20) is not readily integrable unless cy = 0. That cy=0 is the 
consistency condition that the solutions should satisfy (4.9), is proved 
as follows. 

Using (4.14), (4.15) and (4.21) in (4.9), we get 


di vewd ,_ B+a)Pe 
where 
Pe f2R” 
A a R’ R3 | R38 R2 cK? a (4.23) 
Solving (4.22) for A, we get 
(3 + a?) fe? Oe 


A= } 


4 R3 R’ RR’ 
where c, is an arbitrary constant. 
Equating the values of A from (4.23) and (4.24) we get the relation 


(4.24) 


1 
RR” (R2 — e) = ref te (a2 — 1) +r], (4.25) 


From (4.20) we easily derive the equation 


uw 2 ! Fees 2 2d 
RR (Rt et) = Rel | — — ee!) 24 2 reat, 


Consistency of (4.25) and (4.26) requires that 


l= 
Cy = 0, and a> i 
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Since c, = 0, from (4.20) we get 


1-a 
R2=6R2., 
Therefore 
a3 y— == 
ja | : (Vox+ afr y (4.27) 
where c is an arbitrary constant. 
From (4.14) and (4.27), we get 
4a — 
¢= Eeaa log (/o x+c)+d, (4.28) 


where d is an arbitrary constant. 
From (4.15) and (4.27), we get 


fe a ee ee 
dh : Via ofl). (4.29) 


From (4.21) and (4.27), we get 


Cos ¢ = |" ae (bx +. af bes) : (4.30) 


4 


With the above values for R, S, 6,4, we have the solution as follows: 


o=((“F4) (Vox+ a | cos| A log (/b x +c) <= al. 


4 
x=|(“*5) (ox =} o | sin] A log (/ox+ €) 4. il. 


2(a?—1 
H Jee (Vox ae a a 
8 
x —¢ oe i (Vo*+ allel] (4.31) 


These pass over to the solutions obtained by BANDYOPADHYAY [5] 
if we specialise our case with a=d=0. 

In obtaining the solution (4.31) we have made use of the condition 
C, = 0, which is obtained by considering consistency of the equations 
(4.25) and (4.26). In order to show that c, = 0 is the only restriction 
on the constants involved which leads to the solution, we have to 
substitute from the solution (4.31) in (4.3) and see that (4.3) 1.e. Ry, = 0 
is satisfied for all values of the constants involved. This has been 
verified by direct substitution, which finally settles the question of 
over-determinancy. 
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5. Remarks 


We do not wish to enter into the discussion of questions of physical 
interpretation of our results in this paper. However, we have cal- 
culated the charge or current density following ErnsTEIN [1], according 
to which the charge (or electric current) density turns out to be 


le. 
f= Lin (5.1) 
where 


Ley = Gin + Gabe & Cie (5.2) 
Vv Vv V 


and 7*!s is the tensor density of Levi-civita anti-symmetrical in all 
indices. 
In our case, the charge density is given by 


i 2 Be | 1-—a@ 
I*= t= =| ee +S (Vox+ a |Fa x 
| 


[sinf Aes yes (Vox +c) Peis 


~ acos| ay log ( (Vo x+c)+ i (5.3) 


We note that charge density becomes singular at x = — clo if |a| > 1. 
The charge density vanishes for a series of values of x. 
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Note added in the proof: 


Our list of rigorous solutions which appear in the Introduction is not claimed 
to be complete. Subsequent to sending the paper for publication our attention 
has been attracted to plane wave solutions by TAKENO (Tensors Vol. 6, p. 69) 


and Hiavaty (Geometry of ErnsTEIN’s Unified field theory, p. 180 where further 
references occur), 
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Lineare Eigenwertaufgaben in der Mechanik 


(Ein Beitrag zur Theorie der natiirlichen Eigenwert- 
probleme) 


Von 


Erich Bukovies, Wien 


(Eingegangen am 8. November 1958) 


1. Einleitung 


Eine groBe Zahl von Problemen der Naturwissenschaften — insbe- 
sondere Schwingungs- und Stabilitatsprobleme — lassen sich in Form 
einer linearen Eigenwertaufgabe 

Ml[y}=AN(y] (1) 

mit den Randbedingungen 
Cyl 0 few be saree (2) 
mathematisch beschreiben. Dabei ist A der Eigenwert und M[y], N[y] 


sind lineare homogene Differentialausdriicke in y: 
m 


M(y] = 2) (— 1 (fe y™)™, 
pet O0<n<m (3) 
Niy] =D (— I (ey) 
k=0 
Die Randbedingungen sind als linear unabhangige Linearformen in den 
Werten von y und seinen Ableitungen bis zur Ordnung 2 m — 1 in den 
Randpunkten a und b gegeben: 


2m—1 


U, ly] = BS [app vq”) ar Gay yy”) | Mo | ie ae “) 2m. (4) 
v= (0 
Die Funktionen /,(«), g,(%) sind im Intervall {a, }] definiert, reell unc 


k-mal stetig differenzierbar und es gilt: 


Eigenwertaufgaben von diesem Typus hat unter anderem E. KAMKE 
[2], [8], [4]! allgemein untersucht und gezeigt, da8 unter gewisser 


* Die Zahlen in eckiger Klammer beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am 
Schlu8 dieser Arbeit. 
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Voraussetzungen die Existenz und Realitat der Eigenwerte gesichert ist 
und daB es abzahlbar unendlich viele Eigenwerte gibt. Es wird auch ein 
Verfahren angegeben, durch das mit Hilfe eines Minimalprinzipes die 
Eigenwerte ermittelt werden kénnen. Die wichtigsten dieser Voraus- 
setzungen sind Selbstadjungiertheit, bzw. Definitheit des Problemes. 
Eine Darstellung der Theorie von E. KAMKE findet man nebst weiteren 
Literaturhinweisen in dem grundlegenden Werk von L. Corratz [1]. 

Bei der Ermittlung der Eigenwerte mit Hilfe eines Minimalprinzipes 
spielen die ,,Vergleichsfunktionen“ eine wesentliche Rolle. Das sind 
Funktionen, die 2 m-mal differenzierbar sind und die Randbedingungen 
(2) erfiillen. In [5] konnte jedoch, was von groBer praktischer Be- 
deutung ist, gezeigt werden, daB man unter gewissen zusdtzlichen Vor- 
aussetzungen als Konkurrenzfunktionen eine wesentlich weitere Funk- 
tionenklasse verwenden kann: Die Klasse der ,,zuléssigen Funktionen“. 
Diese miissen nur (m — 1)-mal stetig differenzierbar sein, eine stiick- 
weise stetige m-te Ableitung besitzen und lediglich den ,,wesentlichen 
Randbedingungen“ geniigen. Um die ,,wesentlichen Randbedingungen‘‘ 
zu gewinnen, entfernt man aus méglichst vielen der Randbedingungen (2) 
durch lineare Kombination die Ableitungen der Ordnung m und hoher. 
Die so entstehenden s Randbedingungen haben die Form: 


m—1 


Raly) = >” (eur ya + Bur), pw=1,2,...,8<2m (6) 


v=0 


und sind die ,,wesentlichen“ (oder kinematischen) Randbedingungen. 
_ Sie ersetzen zusammen mit 2 m — s geeignet ausgewahlten der Rand- 


bedingungen (2), die mit 


2m—1 


RaW = Dd, (eur ¥e + Bur ye), = st+l,...,2m (7) 
v=0 

bezeichnet seien, die Randbedingungen (2), wenn der Rang der Matrix 
der «,, und £,, bei (6) s und bei (7) 2 m — s ist (wobei in diesem Fall 
eine Determinante der Ordnung 2m —s mit Elementen, die zu Ab- 
leitungen der Ordnung m und héher gehoren, existieren muB, deren 
Wert ungleich Null ist). Die Randbedingungen (7) werden als die 
,»restlichen’‘ (oder dynamischen) Randbedingungen bezeichnet. 

Die genannte Theorie setzt voraus, dab die Koeffizienten in den 
Randbedingungen (6), (7) konstant und insbesondere frei vom Eigen- 
wert 2 sind. Nun treten gerade in der Mechanik eine Reihe von Pro- 
blemen auf, bei denen der Eigenwert A auch in den Randbedingungen 
vorkommt. Auch ist die Voraussetzung der Selbstadjungiertheit nicht 
immer erfiillt. E. STreEFEL und H. ZIEGLER haben nun in [11] unter- 
sucht, welche Voraussetzungen vom Standpunkt der Mechanik sinn- 
voll zu stellen waren. Dazu wird, vom Beispiel der fliegenden Welle 
ausgehend, das Eigenwertproblem in Form eines Variationsproblemes 
definiert, bei dem die zugelassenen Variationen den wesentlichen Rand- 


264 E. BuKovIics: 


bedingungen (6) gentigen miissen. So gelangt man zum Begriff des 
, natiirlichen Eigenwertproblemes“, zu dem die Differentialgleichung (1), 
die vom Eigenwert 4 unabhangigen wesentlichen Randbedingungen (6) 
und restliche Randbedingungen, die von der Gestalt (7) sind, bei denen 
jedoch die Koeffizienten linear vom Eigenwert / abhangen, gehdren. 
Die Gestalt der restlichen Randbedingungen bei natiirlichen Eigenwert- 
aufgaben wird jedoch nicht untersucht, auch wird auf die Theorie der- 
‘selben nicht eingegangen. 

Unabhangig von E. STIEFEL und H. ZIEGLER stieB N. J. LEHMANN 
auf Eigenwertaufgaben der genannten Art. Von ihm wurden in [6] 
lineare Integrodifferentialgleichungen des folgenden Typs untersucht: 


y(x) = A (A(x, 8), y(s)) + f(*). (8) 


Das Klammersymbol bedeutet dabei eine durch 


(u, v) = 3 {fom x) Ady o(X yee ae (xi) ) vo (9) 


definierte Bilinearform. Dabei sollen u,v einem reellen linearen Funk- 
tionenraum der in [a, b] mindestens bis zu Ableitungen der Ordnung # 
beschrankten und stetigen Funktionen angehoren. Die Belastungs- 
funktionen o,,(%) oe STIELTJES-Integrale in (9) sind von beschrankter 


Schwankung, die a reelle Konstante und die Stellen %;, x, gehdéren 
dem Intervall [a,b] an. Auf diese Klasse von Integrodifferential- 
gleichungen laBt sich die elegante und fiir Anwendungszwecke be- 
sonders zweckmaBige Theorie von E. ScHMipT iibertragen, wenn man 
an den Kern die tiblichen Symmetrie- und Stetigkeitsforderungen stellt. 
In [9] wird noch gezeigt, wie sich auch der polare Fall dieser Theorie 
unterordnen 1aBt. 


Den Integrodifferentialgleichungen (8) laBt sich eine umfassende 
Klasse selbstadjungierter Randwertaufgaben bei linearen Differential- 
gleichungen unterordnen, insbesondere auch die von E. KAMKE unter- 
suchten und die natiirlichen Eigenwertprobleme, soferne sie selbst- 
adjungiert sind. Diese werden in [10] untersucht, eine Anwendung dieser 
Untersuchungen auf die Bestimmung der asymptotischen Verteilung 
der Eigenwerte findet sich in [8]. 

Der Untersuchung der natiirlichen Eigenwerte bei N. J. LEHMANN 
mit Hilfe der Integrodifferentialgleichung (8) liegt die symmetrische 
Bilinearform 

b 


(4, v) = » g(x) w(x) v(x) dx + x’(u) N x(v) (10) 


v=0q 


zugrunde, worin §M eine symmetrische (2 m, 2 m)-Matrix mit reellen 
Elementen ist und x(w) ein durch 


Lineare Eigenwertaufgaben in der Mechanik 265 


Cie le ols oe 8 


Oe OCR Cie et 


definierter Randvektor ist. Der Strich in (10) bei x’(«) soll, wie tblich 
den zu (11) gehérigen transponierten Vektor bedeuten? Der Kern in (8) 
ist dabei die als symmetrisch vorausgesetzte GREENsche Funktion der 
linearen selbstadjungierten Randwertaufgabe 


m 


Miy]}= DS) (- Vr (hy =z) mB (12) 
v=0 
mit den Randbedingungen (2). Es werden nun wesentliche Rand- 
bedingungen in der Form (6) vorgeschrieben und die restlichen Rand- 
bedingungen aus der bekannten Selbstadjungiertheitsforderung 


b 
[come —vM[u}}dx =0, (13) 


die fiir alle Vergleichsfunktionen erfiillt sein soll, gewonnen. Eine ahn- 
liche Bedingung wird beziiglich N[y] gefordert. Fiir den so entstehen- 
den Typ von selbstadjungierten Rand-, bzw. Eigenwertaufgaben werden 
nun mit Hilfe der Integrodifferentialgleichung (8) die grundlegenden 
Satze, insbesondere Entwicklungssatze und die Satze tiber die Minimal- 
eigenschaften der Eigenwerte gewonnen. Damit wird auch eine Theorie 
der selbstadjungierten natiirlichen Eigenwertaufgaben gegeben. 

Die LEHMANNsche Theorie, die fiir die betrachteten Falle sehr weit- 
reichende Ergebnisse enthalt, weist beziiglich der natiirlichen Eigen- 
wertprobleme doch wesentliche Einschrankungen auf. Zunachst wird 
zur Herleitung der wesentlichen Randbedingungen der Begriff der Ver- 
gleichsfunktionen herangezogen, der ansonsten nicht ben6tigt wird und 
im Falle, daB8 der Eigenwert auch in den Randbedingungen auftritt, 
nicht zweckmaBig ist. Besonders einschneidend ist jedoch die For- 
derung der Selbstadjungiertheit des Problems. Sie setzt im wesentlichen 
voraus, daB die sogenannten reduzierten DirICHLETschen Restteile? 
symmetrisch sind, wodurch die Symmetrie der GREENschen Funktion 
sichergestellt und damit die Ubertragung der Theorie von E. ScHMIpDT 
erméglicht wird. Es zeigt sich aber, daB diese Bedingung z. B. im 
Beispiel der fliegenden Welle, auf das im Verlauf der Entwicklungen 


2 Beziiglich der im folgenden verwendeten Satze aus der Matrizenrechnung sei 


z. B. auf [12] verwiesen. 
BS Mall Was, “Sin tia cai 
Acta Physica Austriaca. Bd. XII/3. 18 
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noch eingegangen werden wird, nicht erfiillt ist. Es ist das Ziel der vor- 
liegenden Arbeit, zu zeigen, daB bei konsequenter Verfolgung des den 
Anwendungen besonders angepaBten Weges von E. STIEFEL und 
H. ZIEGLER auf die Forderung der Selbstadjungiertheit und auf die 
Verwendung des Begriffes der Vergleichsfunktionen verzichtet werden 
kann. Es wird sich zeigen, daB die im Variationsproblem auftretenden 
Bilinearformen, die die Gestalt (10) haben, in den Beweisen der in [5] 
dargelegten Theorie von E. KAMKE an die Stelle der reduzierten 
DrricuLetschen Restteile treten kénnen und alle dann fiir die Durch- 
fiihrung der Beweise bendtigten Eigenschaften haben, so da8 fiir die 
reduzierten DrrIcHLETschen Restteile selbst die Symmetrieforderung 
nicht erfiillt zu sein braucht. 


Im folgenden werden nach kurzer Wiedergabe der Definition der natiirlichen 
Eigenwertprobleme durch E. STIEFEL und H. ZIEGLER die genaue Gestalt der 
restlichen Randbedingungen und die Bedingungen dafiir angegeben, da8 ein in 
Differentialgleichungsform gegebenes Eigenwertproblem als natiirliches Eigen- 
wertproblem formulierbar ist. Daraus lassen sich dann auch alle wesentlichen 
Satze — Definitheit, Realitat der Eigenwerte, Orthogonalitat, Eigenschaften 
der symmetrischen Bilinearformen — ableiten, die eine Ubertragung der Theorie 
von E. KAMKE erméglichen. Im Anhang wird eine Formel fiir die Transformation 
eines natiirlichen Eigenwertproblemes auf die Normalform angegeben und be- 
wiesen. 


2. Definition der natiirlichen Eigenwertaufgaben als Variationsprobleme 
nach E. Stiefel und H. Ziegler 


Die Aufgabe, die Eigenschwingungen eines aus einem eindimen- 
sionalen, konservativen Schwinger und Trager bestehenden Systems zu 
ermitteln, sowie die zugehérige Stabilitatsaufgabe lassen sich auf die 
Variationsaufgabe 


6 (¢[y] — AP[y]) =0 (14) 


zuriickfiihren, die unter Beschrankung auf zulassige Funktionen y(x) 
zu lésen ist, die die in Abschnitt 1 angegebenen Eigenschaften haben 
und insbesondere den kinematischen Randbedingungen 
m—1 
ws 7 
Ry ly] = >) (Gus Yo” + Bus 0”) =0, w=1,2,...,s<2m (16) 
v=0 
geniigen. Die in (14) auftretenden Ausdriicke sind in folgender Weise 
definiert : 


soi= | doiae +401 


b 
vol = | Pole +01, 


(16) 
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wobei folgende Abkiirzungen verwendet wurden: 


m 
=< l : 
Pree Te is 
ae C0 (17) 
l et 
nip ears Dy tin(x) yO ye MRE 
i,k=0 


und 

ely] = 3 2'(y) U* x(y), 

Zaly] = 4 2'(y) B* z(y), (18) 
wobei x(y) die durch (11) definierte Bedeutung hat und die Matrizen 
U* und 8* reelle symmetrische (2 m, 2 m)-Matrizen sind. Weiters wird 
vorausgesetzt, daB 

Vn mM (19) 
gilt und samtliche Koeffizientenfunktionen geniigend oft stetig differen- 
zierbar und die wesentlichen Randbedingungen linear unabhangig 
sind. 

Das durch (14) bis (19) definierte Eigenwertproblem wird als , natitir- 
liches Eigenwertproblem® bezeichnet. Sind noch zusatzlich ftir zu- 
lassige Funktionen die Bedingungen 


Pie D, -  Eyii>.0-. - fy. 0) (20) 


erfiillt, so hei8t das Eigenwertproblem definit, wenn in (20) das Gleich- 
heitszeichen ausgeschlossen wird, sonst semidefinit. 

Auf die Variationsaufgabe (14) bis (20) kommt man z. B. bei der 
Schwingungsaufgabe, wenn man fiir das Gesamtsystem das HAMILTON- 
sche Prinzip formuliert und die Integration tiber die Zeit sofort ausfiihrt. 
Die Ausdriicke — bis auf gewisse Faktoren — 


b b 
ii ply] dx, | Wiyldx, ly), byl 


bedeuten dann der Reihe nach: Potentielle, bzw. Bewegungsenergie des 
Schwingers und Potentielle, bzw. Bewegungsenergie des Tragers, 
wahrend die Schwingungen in der Form 


Ae.) == Vix) sin oF 
anzusetzen sind und die Beziehung A = o? gilt. Die angefiihrten Voraus- 


setzungen sind im wesentlichen physikalischer Natur und daher bei 
konkreten Problemen auch leicht nachpriifbar. 


Als Beispiel fiir ein natiirliches Eigenwertproblem kann etwa die rotierende 
fliegende Welle unter Axialdruck dienen (vgl. [11], S. 113 ff.). Wahlt man folgende 
Bezeichnungen: 

18* 
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Welle: Kreisscheibe: 
Lange 1 Masse M 
Dichte 0(*) Aquatoriales Tragheitsmoment @ 
Elastizitatsmodul E(x) Axiales Tragheitsmoment 20 
Querschnitt F (2) Axiale Last B 
Axiales Tragheitsmoment I(*%) 
Polares Tragheitsmoment 2 [(%) Winkelgeschwindigkeit 7) 


so gelten hier folgende Beziehungen: 


Potentielle Energie: 
Schwinger (diinne Kreisscheibe) : 
1 


if [ET y’2 + (w20I — P)y*— w*oF y*] dx-sin?ot 
0 
Trager (Welle): 
4w? (O y/l) — M y?/l)]-sin?ot 
Bewegungsenergie: 


Schwinger (diinne Kreisscheibe) : 
1 


pf [I y2 + F y?] dx: 0% cos? at 
0 
Trager (Welle) : 
4 [(O y(1) + M y2(1)]- a? cos? ot 
In das Variationsproblem (14) sind also die folgenden Ausdriicke einzusetzen: 
b 


o{y] = if Ty’2+ (ool — P)y®— oF y*) dx +4? (Oy?(l) — M y?/))), 
aS (21) 
y(0) = 0 


¥ly] =4 | oe Uy? + Fy") dx +} (Oy?(l) + M y7())). 
. y’(0) = 0 


a 


Durch Anwendung sukzessiver partieller Integrationen lassen sich 
in (17) die Ausdriicke unter dem Integralzeichen so vereinfachen, daB 
nur noch quadratische Glieder auftreten. Die entstehenden Rand- 
glieder kénnen zu den Ausdriicken (18) dazugeschlagen werden. Die 
so entstehende Form des Eigenwertproblemes: 


m 
” 


ély] = 5) | > f(x) y2 dx + ed [Vv] ee |) 


1=0 


(22) 


n 


1 ; 1 
Piyl==z ] Dd els) yO%dx +> Bo) galt) = Mn 


ro 


fon) 
* i=0 
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mit 
Aly] = ={y) Maly), w=, 
Bly]=x(y)Bx(y), B =B, 
wird als Normalform bezeichnet. Der Zusammenhang zwischen den 
Koeffizienten von (16) bis (18) und (22), (23) 1aBt sich explizit angeben. 
Die Formeln sind im Anhang wiedergegeben. 
Bei semidefiniten, bzw. definiten Problemen gilt zusatzlich noch 
ul) #0. (24) 
Zur Auflésung der Variationsgleichung (14), (15), (22), (23) hat man 
diejenigen zulassigen — das heifBt im Intervall [a, b} reellen, (m — 1)-mal 
stetig differentierbaren mit stiickweise stetiger m-ter Ableitung, den 
wesentlichen Randbedingungen (15) geniigenden — Funktionen und 
die zugehérigen Werte von A zu bestimmen, fiir die mit jeder zulassigen 
Variation die Bedingung 
oly] — AP Ly, 9] = 0 (25) 
erfiillt ist. Fiir die zuldssigen Variationen, die die gleichen Eigenschaften 
wie die zulassigen Funktionen haben miissen, miissen insbesondere 
die wesentlichen Randbedingungen 


m—1 


R,(y4) = a (u»Na” + Bury”) = 0, j= kl aS 2 (26) 
v=0 
erfiillt sein. Die aa in (25) haben folgende Bedeutung: 


ély,n4] = [Sue dx + Aly, y], 


v=0 


(23) 


Viy.4) = (he yO) n) dx + Bly,n], 
Z v=0 


wobei die A[y,7], Bly, 4] die zu Aly], Bly] gehdrigen symmetrischen 
Bilinearformen sind: 


A[y,n] = x'(y) U x(n), ee 


/ ; (28) 
Bly, n]= #'(y)B xy), B=%. 
Es gelten folgende Beziehungen: 
bly.nl = ol, iy Ply, 9] = Ply, ¥I, (29) 


oly, yj) =24ly Hive 22 yi 
und die Bedingungen (20) 8 Definitheit, bzw.. Semidefinitheit des 
Problemes lauten: 
oly, y]20, Ply, y]>0. (30) 
Die Ausdriicke unter dem Integralzeichen in (27) lassen sich unter Be- 


riicksichtigung der Randbedingungen durch partielle Integration um- 
formen, wodurch sich aus (27) die folgende Darstellung ergibt: 


270 E. BuxKovics: 


oly, 4] = [Monet Fon + Alm. 


; (31) 


Vly,n) = [ xoina + Gly,4) > Bisa, 


wy = b 
Fly, 9] -| tes 
1=0 (32) 


n—1 b 
Gly, hfe | Sy [y] n® ] 
£—=0 Ae 
Die Ausdriicke M[y], N[y] haben den bekannten Aufbau: 
m—1 


M{y] = >" (—1)* (fe y®)®, 
eae (33) 


b 
Noyl= D2) (— Ie voy : 
k=0 : 
wahrend Fy, 7] und G[y, 7] die negativ genommenen DrrICHLETschen 
Restteile sind, so daB gilt: 


m 


Mily] = >) (—1*-'-9 (ff y@)@-F-), 5 =0,1,...,m—1 


k= ks (34) 
Niyl= Dd) (— Ir-#-1(g, yO! = 0,1, 2. dL 
k=i+] 
Setzt man (31) in die Variationsgleichung (25) ein, so ergibt sich: 
b 
[ ac —AN(y}}ndx + {F[y,n] + Aly, n] — 
— A(Gly,n] + Bly, n))} =, (35) 
woraus einerseits die Differentialgleichung : 
Mly]=ANTy] (36) 
und andererseits die Bedingung: | 
Fly,n] + Aly,n] — A(Gly,n] + Bly, n]) = 0 (37) 


folgt, die fiir alle zulassigen, den Bedingungen (26) geniigenden Varia-_ 


tionen gelten muB. 


Lineare Eigenwertaufgaben in der Mechanik 271 


Die Differentialgleichung (36) hat die gleiche Form wie die Differen- 
tialgleichung (1). Die Bedingungen, denen die Koeffizientenfunktionen 
gentigen miissen, sind in (17) und (19) festgelegt und seien nochmals 
angefiihrt : 


O<n<m, f(x) > 0. (38) 
Fiir mindestens semidefinite Aufgaben muB auBerdem die Bedingung 
&n(x) #O (39) 


erfiillt sein. Auch die wesentlichen Randbedingungen haben die Form (6). 
Die restlichen Randbedingungen zur Differentialgleichung (36) ergeben 
sich aus der Bedingung (37). Im folgenden werden nun diese Rand- 
bedingungen aus dem Variationsprinzip abgeleitet. Und zwar wird 
sich dafiir eine explizite Darstellung ergeben, die sich auch fiir die 
Umkehrung der Aufgabe als zweckmaBig erweisen wird. 


3. Herleitung der restlichen Randbedingungen aus dem Variationsprinzip 


Zur Auswertung der Beziehung (37) ist es zundchst zweckmaBig, die 
Bilinearformen (32) so umzuformen, daB in den durch (34) definierten 
Funktionen die Glieder, die zu gleicher Ableitungsordnung von y ge- 
hoéren, zusammengefaBt sind. Man erhalt: 

2m—1%t—1 


M;[y] = SS an(x) y™, t=0 1 =.w— I 


Z d 


Ni ly] ae pe Bir(x) yl), t=, Lh Gro Ih 
k=i+1 
Die Koeffizientenfunktionen «;;(%), 6;,(«) sind dabei durch 


a aa : 2 
_, -k-—i-1 
max(0,k —m)=A= 2 
ON ae es aL 
t<k<2m—1—-1 (41) 
Bix(%) = 
Ys = ps lO A eee Te 
B dy (pital A Jel 2A) 
k—i-1 


i OSD ee ta 
t<k<2n—-1—-1 
gegeben. Es gilt z. B.: 
O41 = f+, Biiei = B41 
O52 = — fire, Brrey == — i432 
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und insbesondere: 
oy = 1D aoe ae Pn 
Di ore ily (= 1) age 2 Se 
Mit Hilfe der Koeffizientenfunktionen (41) werden nun noch die GréBen 


0 ee ie 
Mi p(X) = ain(%) — A Bin(x) Re Page exe | (43) 


(42) 


gebildet, wobei fiir nach (41) nicht mehr definierte £;;(%) Null gesetzt 
wird. Die Funktionen m;;(x) sind nur von A abhangig, wenn 


n>—, O<i<2u—Mm, Mak<2n—1% 


gilt. Insbesondere gilt: 


nya 


Mi,2m —i—1(%) = i,2m—i—-1(%) FO. _ (4 


Zur Darstellung des Problemes in Matrizenform wird zunachst neben 
dem Vektor (12) ein die Ableitungen der Ordnung m bis 2 m — 1 um- 
fassender Randvektor: 


i(u) = (45) 


um —1)(b) 
definiert. Weiters werden die Koeffizienten von (40) mit Hilfe der 
folgenden (m, m)-Matrizen §_(x), §4(x): 

0, = ogi(%),” eyaltl ime ogee 


; 0, 0, O10(%), see, AL m— 1(*) | 
RO ont eso ee | (46) 
De cen 0, +25 Sm —2,m—1(%) | 
0, 0, Oa 0 
und 
XK, m (x), XO, m + 1(%), SI CO —2(X), %0, 2m — i(*) | 
A C1, m (*), 1, m + i(%), oe, 21,2m—2(%), 0 
®o(X) —— | ee ee ee Re ee ee yO Te ac sie s ce Qt anal os 
On —2, m(%), Xm — 2,m + 1(%), ses, 0, 0 
1 Cm — 1, m(X), 0; oe 0, W 


47 
und den entsprechend mit Hilfe der 6;, (x) anstatt der a, (x) ie 
(m, m)-Matrizen aS if a(x a zu den (2m, 2m)-Matrizen 

= =| es | — &(@), 
Ol | 9, (2) 


, (48) 


a ————E——————— Se ee 
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und 
g—|- 34. © | g_|-sle if 
| OD, Sa(2) || . O, &a(2) \ 


(© Nullmatrix) zusammengefaBt. AuBerdem sollen noch die folgenden 
Abkiirzungen verwendet werden (beziiglich der Matrizen Y%, B ver- 
gleiche man (23)): 

c= A— AB, R= G—AS, R= G—AS. (50) 
Damit lassen sich nun die Bilinearformen (32) nach (34), (40), (41) 
in der folgenden einfachen Form darstellen: 


Fly, n] = (6 &(y) + © x(y))’ x(m) = (2(») 6 + ¥(y) 6’) e(m), 
Glyn] = ( #(y) + § 2(y))’ 2(m) = (2'(y) 8 + 2'(y) 9’) 2{)- 
Aus (28), (50) und (51) folgt nun die folgende Form der Beziehung (37): 
[£"(y) R + z'(y) (RW + ©] x(n) =0. (52) 
Diese Beziehung muB fiir alle zulassigen, insbesondere den wesentlichen 
Randbedingungen (26) geniigenden Variationen erfiillt sein. Da die 
wesentlichen Randbedingungen als linear unabhangig vorausgesetzt 
sind, ergibt ihre Aufldsung eine (2 m — s)-parametrige Lésungsmannig- 
faltigkeit. Schreibt man diese Lésung in der Form 


x(n) = Ix, (n), (53) 
wobei x, (7) den aus den freien Parametern 7, 7, ..., 4; bestehenden 
- Vektor 
, Unt 
Ps 
Etnhm ihe (54) 
7s | 
bedeutet, so muB die (2 m, 2 m — s)-Matrix I’: 
Yor Y02 tty V0,2m—s 
Yip V12> een eig, V1,2m—s 
NV its Vor ign ves Vm —1,2m—s|| 
= || m —1,2m — 55 
i or One: eis any 00,2 m —s | us a : ( ) 
| 
| O41; O19, Bears O12 m— Ss 
Hi Gree a3 Om = 1,2) sissy Om —1,2m—s | 


den Rang 2m—s haben. Die Aufloésung der wesentlichen Randbe- 
dingungen fiir y gibt analog: 
x(y) = 1 ,(y). (56) 


Im allgemeinen werden die freien Parameter mit bestimmten der Ab- 
Beem pen, Vz a. 5 Va YS Vb, Yo , ¥"—-) zusammenfallend ge- 


wahlt werden. Es soll betont werden, daB es in den folgenden Be- 
trachtungen keine Rolle spielt, wenn eine Substitution der freien Para- 


~ {Sel 
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meter mit Hilfe einer nichtsingularen (2 m — s, 2m — s)-Matrix auf 
(56), bzw. (53) ausgeiibt wird. Die vorliegende Darstellung der wesent- 
lichen Randbedingungen weicht gegeniiber der in [10] gebrauchten ab, 
da es sich fiir die explizite Darstellung der restlichen Randbedingungen 
als zweckmaBiger erweist, die Darstellung (56) zu wahlen. 

Mitunter werden im folgenden die Zeilenelemente der Matrix [ 
zu Vektoren zusammengefaBt : 


vii = |lyit, ies +» -» Vaam—s|| Pr | ages 57 

8/ = |ldsn, Osu ---» 8:2m—al i ented 
mit deren Hilfe die Matrix J" und die dazu transponierte Matrix J” in 
der Form 


r= VYm—\ . IY ea Alyy, <8 ea Vo OU OL 2 oe a (58) 


One 
dargestellt werden kénnen. 
-Durch Einsetzen von (53) in (52) ergibt sich nun die Bedingung 
[#’(y) R + x'(y) ® +O] s(y) =0, (59) 
die fiir beliebige Vektoren x,(y) erfiillt sein mu8, woraus — nach Uber- 
gang zur transponierten Matrix unter Beriicksichtigung der Symmetrie 
von € — die Bedingung 
I’ R &(y) + I'(R + © x(y) = 0 (60) 
folgt. (60) stellt nun die gesuchte Form der restlichen Randbedingungen 
dar. Tragt man noch die wesentlichen Randbedingungen (56) ein, so 
erhalt man 
YR Fy) +1" (R+ ©) Lz,(y) =0. (61) 
Setzt man nun: 

D = 1” §, (62) 
so lassen sich die bisherigen Ergebnisse in dem folgenden Satz zu- 
sammenfassen : 

Satz 1: Natiirliche Eigenwertprobleme fiihren auf die Differential- 
gleichung (36) fiir die Lisungsfunktion y. Diese muB den wesentlichen 
Randbedingungen (15), bzw. (56) geniigen, wihrend die restlichen Rand- 
bedingungen die Gestalt 
D i(y) +I" (R+ O Lx, (y) =0 (63) 


haben. Darin sind D, I” und R M atrizen, die nur von der Differential+ 
gleichung und den wesentlichen Randbedingungen abhingen. Sie sina 
durch (48) bis (50) und (55) erkldrt. Die Matrix © hingegen ist durch 
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die Bilinearform (28) bestimmt. Die Anzahl der restlichen Randbe- 
dingungen ist 2m — s. 

Weitere Eigenschaften der restlichen Randbedingungen werden im 
nachsten Abschnitt abgeleitet. 


4. Struktur der restlichen Randbedingungen. Hauptform 


Es sollen nun einige wichtige Eigenschaften der Matrix D bewiesen 
werden. Zuniachst ergibt aus (50), (49), (43) und (41) fiir den Wert der 
Determinante von &: 


m—1 


Det. R = (— 1)" IT 2m —2—1(4) * Mr,2m—1—110) 
at) 
bow (64) 
= (— Ns ef CPE Pte C4) - Cy ce ha 


Also ist die Matrix ® regular und die Matrix D hat als Produkt der 
Matrix I’ mit ® den gleichen Rang wie J”. Daraus folgt: 

Satz 2: Die Matrix D hat den Rang 2m—~s. Es existiert also bet 
den restlichen Randbedingungen eine Determinante der Ordnung 2m — s, 
die ungleich Null ist und deren Elemente zu Ableitungen von y der Ord- 
nungen m lis 2m — 7 gehoren. 

Wichtig ist nun zur Auflosung der restlichen Randbedingungen die 
zweckmaBige Auswahl der Ableitungen, nach denen aufgelést wird. 
Wahlt man fiir D die folgende Darstellung 


D eae ||— Eo) Se SS (3 ie ees —— Em 15 ans o PT Caen |, (65) 
wobei «, und ¢, (2m — s)-dimensionale Spaltenvektoren sind, so er- 
kennt man durch Ausfiihrung der Multiplikation (62), daB diese sich mit 
Hilfe der in (57) definierten Vektoren y,, 6, in folgender Weise aus- 
driicken lassen: 

m—-t—1 


y 


& = Z, Yr M,m+ x(4), 


pie t=0,1,...,m—1. (66) 


m—t—1 
C= >: dy My, m+ (2). 
v=0 


Mit Hilfe der Formel (66) 1a8t sich nun der folgende Satz beweisen: 
Satz 3: Aus der Matrix D lift sich stets eindeutig eine quadratische 
Tetlmatrix Di 
D, = \|— E,» = Eh) CIO ae Ey 5 ne Cas COR) Cuy,|| (67) 
Oe A Ager A m1 


. A aaa 
aang pink 0 Spy <flg< 6. <M, Sm — 1 
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auswihlen, deren Rang 2m —s ist und deren Determinante einen von A 
unabhingigen Wert, namlich 


Xs 


Det. Dy ae (o> lye CU oppsacnpnacn (a) “IT %m —y;—1,m+ 4; (8) (68) 


t=1_ t= 
mut 
oe (69) 
== Det. I Vpesete ta pre sarees oe Ym — hy, —13 Om = py — 1 9m — fy — a eaey Om — ny, -—1 
besitzt. 


Beweis: Zunadchst ordnet man die Vektoren y,, 6, in folgender 

Reihenfolge: 
Vo: On) Yar Oy soe, Ym—1> OE (70) 

und wahlt aus diesen die Vektoren: f 

Vay Vag —v sec) Aan 0 < Ae! =< Arey! —1 ieyatoe Ay’ < m— 1 
On Oi, ye One 0S heer oo Sy Sa 

H%, +X, =2mM—s 

aus, die folgende Eigenschaften haben sollen: Sie bilden ein System 
von 2m —s linear unabhangigen Vektoren und jeder von diesen ver- 
schiedene Vektor in der Reihe (72) ist linear abhangig von den in dieser 
Reihe links liegenden der Vektoren (72). Zur besseren Ubersicht sollen 
die Vektoren der Reihe (71) fortlaufend numeriert werden: 


By, Be, Bs; On 25 Bom (72) 
und die Vektoren (72) sollen in der natiirlichen Reihenfolge mit 
Pakeue py ae (73) 


bezeichnet werden. Dann gilt fiir einen nicht im letztgenannten Vektor- 
system enthaltenen Vektor die Darstellung: 
Bi an pa aj, »; By, 1 F Vo. 
MS t 
Bildet man nun eine Determinante folgender Art: 
A = Det. ||Bo,, Boy - + +»Boom — oll (74) 

mit der Eigenschaft 

0; NR; Meal eR Ble Pay Me SS 8 (75) 
wobei jedoch mindestens einmal nicht das Gleichheitszeichen gelten soll, 
so gilt 

A=. 

Den Beweis fiihrt man am besten indirekt. Es werde also angenommen, 
es existiere eine Determinante mit der Eigenschaft (74), die einen Wert 
ungleich Null habe. Nun miissen alle Determinanten, deren erster 
Spaltenvektor ein £,, mit o,< », ist, den Wert Null haben, da alle vor 
4, stehenden Vektoren Nullvektoren sein miissen. Daraus folgt aber 
0,=%,. Gilt nun o, = »,, so miissen alle Determinanten mit einem 


-_wobei die mit Det. ||y, 6 
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zweiten Spaltenvektor £,, mit o,< v3, den Wert Null haben, da diese 
Vektoren entweder Nullvektoren oder von £,, linear abhangig sind. 
Also muB o, = , gelten. SchlieBt man in dieser Weise weiter, so folgt 
Oy = V1, 0g = Vg, «-- , O2m—s = V2m— sim Widerspruch zur Annahme, daB 
mindestens einmal das Gleichheitszeichen nicht gelten soll. 
Verwendet man nun wieder die alten Bezeichnungen (72) und bildet 
aus den Indizes 4;’, w;’ gemaB 
A: =m ‘ ib t= 1,2, 2% (76) 
jg =m — yp; = 1, aed Bi ee 


die neuen Indizes 4;, uw; und bildet mit diesen Indizes die Teilmatrix D, 
(67), so gilt wegen (66): 
Det. D, = Det. ||— &,, ..., — Pi Cen ml = 
= (— 1)": Det. llvo Mo, m+ 4, (4) + V1 M1, m+ 4, (4) + 
Se = 2 eth pn ed i, ee a) 
+ +1 Yq Mo,m+ 4, (4) + V4 Ma, m+ a, (4 +... + 
=e Vn — hy, —1M m—d, —1,m+ dy, (a) ; 
Domed e la 04 Wipe te (OA ot Ome, <a Mmm ayn 1a (0) 
eh Oo Mo, m+ ty, (b) + 6; MA, m+ ty, (6) +...4+ 


— Om = jy, —1 Mm = Hy, —1,+ ty, (d)|| 


= (— I) - Det. Vie 2 ia, oa 1 Ym—=4,,—1) Op eae sey Om — ny, —11| 
Pen He 

4 LT Mm —1,—1,m+ 4; (4) ° LD Mm — u;,—1,m+ u; (0) + S7 cys: Det. lly, 6 , 

t=1 4=1 


| bezeichneten Determinanten von der Art der 


- Determinanten (73) sind, also den Wert Null haben. Daraus folgt aber 


die Behauptung (69), (70) und wegen (40) die Richtigkeit von Satz 3. 
Bezeichnet man nun die nach Streichung der zur Teilmatrix D, 

gehérigen Spalten von D verbleibende Restmatrix mit Dy: 

Hg %4—=S (77) 

und faBt die zu den Teilmatrizen say ay gehdrenden Komponenten des 

Vektors z(y) zu den neuen Vektoren £,(y), %,(y) zusammen: 


Do = \|— €,, — Egy e+ a 3 is (Bas sty Col 


| Me Aa) | Hy ets 03) 
im i dy) | mo ay, 
z1(y) = | ym to > F2(Y) = |] ytmtny | (78) 
S| ee 
so lassen sich die restlichen Randbedingungen (63) in der Form 
D, f,(y) = — Dp Fo(y) —I'(R +. © Pay) (79) 
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oder nach Multiplkation mit D,-1 auch in der Form: 

y(y) = — Dy 4D, Fo(y) — DA T(R+ OT aly) (80) 
schreiben. Da die Determinante von D, tiberdies einen von A unab- 
hangigen Wert hat, sind die Koeffizienten auf der rechten Seite Polynome 
in A. Uber die Form der rechten Seite und iiber den Grad der einzelnen 
Glieder in 4 lassen sich noch weitergehende Aussagen machen, worauf 
hier aber nicht naher eingegangen werden soll. 

Die Form (80) der restlichen Randbedingungen enthalt auf der 
rechten Seite nur noch die beliebig wahlbaren 2 m Ableitungen: 


+ 
Vas Vor os ey Vori— si Vat. 5, Wem tm, YF, 2 he, 


X3 + X#y = S 
(wobei die zuerst angefiihrten 2m — s Parameter als mit bestimmten 
der Ableitungen von y der Ordnung 0 bis m — 1 an den Stellen a und } 
zusammenfallend angenommen werden kénnen). Diese Form der rest- 
lichen Randbedingungen soll als ihre Hauptform bezeichnet werden. 
Zusammenfassend laBt sich sagen: 

Satz 4: Das natiirliche Eigenwertproblem (25) bis (27) fihrt auf 
die Differentialgleichung (36), deren Losungsfunktion y den wesentlichen 
Randbedingungen (15), bzw. (56) und den restlichen Randbedingungen (80) 
gemigen muB. Die Koeffizienten der freven Ableitungen in den restlichen 
Randbedingungen sind Polynome in A. 

Zur Aufstellung der restlichen Randbedingungen in der Haupt- 
form hat man also zunachst fiir die wesentlichen Randbedingungen die 
Darstellung (56) aufzusuchen. Daraus ergibt sich die Matrix /’, aus 
deren Vektoren (70) das System linear unabhangiger Vektoren (71) 
aufzusuchen ist. Daraus ergeben sich gleichzeitig die Indizes A;’, yu; 
und damit aus (76) die zugehérigen Indizes 4;, u;. Nun stellt man nach 
den Definitionen (46) bis (50) die Matrizen €, 8, ® auf. Dann kann 
man mit Hilfe der Darstellung (63) die restlichen Randbedingungen 
aufstellen und braucht nur nach den iiblichen Methoden nach den zum 
Vektor %,(y) (78) gehdrenden Komponenten aufzulésen. 


Als Beispiel sei wieder das aus Abschnitt (2) herausgegriffen. Mit den Angaben 
aus Formel (21) gelangt man zur Differentialgleichung: 
(Ely) + (P—owely]—woFy=A[—(oly')’+oFy) Ge 


mit den wesentlichen Randbedingungen: 


yo 
ve (82) 

SA as 

die auch in der Form 
¥o = 
¥5 0 
: (83) 
A 
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geschrieben werden kénnen; so daB sich fiir J’ ergibt: 


OW 
Oar) 
r= 
ee) 
Dll 
Es gelten mit den Abkiirzungen: 
f= —woF, & =oF 
f{=—P+o'o1, &=ol 
fp=EI 
die folgenden Beziehungen: 
| 05% 0 
\| 0, 0: 0 0 
=| 
|| 0 0, = (w? + A) M 0 
| 0, 20) 20 (wo? — AO 
| 
| 0 —fr(0) + 2.2,(9), 0, 0 
| 0, 0 Oso 
R = 
0 0 0, fil!) — Agi () 
0 0 0, 0 
| fe’), fx), 0, 0 
a — f,(0), 0, 0, 0 
R Saar | : ) a ’ 
0, O78 is 0 = 1) 
| 0, 0, ie@s 0 


_ woraus. sich zundchst fiir die restlichen Randbedingungen 


— fe’ (2) 94” — fal?) 11" = (w® + A) My, — (A) — Aba) 9’ 


(84 
fa(2) yy” = te A) Oi ! 
ergibt, bzw. nach entsprechender Auflésung fiir die Hauptform: 
P O(a = 2) 9 
1 ad Oo = y, 
. AC 
we 1 ~ , (w? 7 A) . 
yt” = (fe) Ow? + A) fo) — A (fe) @ + 81 fe) x’ — ~_— My 
fy” (1) fa(?) 


5. Die Bedingungen dafiir, da8 ein in Differentialgleichungsform ge- 
gebenes Eigenwertproblem ein natiirliches Eigenwertproblem ist 


Nun sei die Eigenwertaufgabe 


M{y}=4N{[y] (85) 
mit den wesentlichen Randbedingungen 
x(y) = I’ x,(y) (86) 


und den restlichen Randbedingungen 
it f(y) + U x(y) =0 (87) 


Nig 
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vorgelegt. Dabei seien M[y], N[y] durch (33) gegeben und die 
(2 m, 2m — s)-Matrix habe den Rang 2 m—s. U, Useien (2 m — s, 2m) 
Matrizen, deren Elemente den Eigenwert / héchstens linear enthalten. 
Die Matrix U habe den Rang 2m — s. 

Um nun zu untersuchen, ob mit (85) bis (87) ein nattirliches Eigen- 
wertproblem vorliegt, hat man zunachst die restlichen Randbedingungen 
auf die Hauptform zu bringen. Dazu ist wieder aus den Vektoren (70) 
der Matrix J’ das System linear unabhangiger Vektoren (71) zu be- 
stimmen, woraus sich die Indizes 4,’, w;’ und gema8 (76) die zugehérigen 
Indizes ii, wu; ergeben. Nimmt man dann gemaB der Aufteilung der 
Matrix D in die Teilmatrizen a (67), D, (77) eine Aufteilung der 


Matrix U in die analogen Teilmatrizen i U, vor, so muB bei Vor- 
liegen eines natiirlichen Eigenwertproblemes die Determinante der 
Matrix a einen von Null verschiedenen Wert haben und man kann zu- 
nachst von der Darstellung (87) zu 


Uy ¥4(y) + Uy ¥o(y) + Ux(y) = 0 (88) 
bzw. nach Multiplikation mit U,—! zu 
¥1(y) = — Uy? Uy Fa(y) — Uy * U a(y) (89) 


iibergehen, woraus sich nach Eintragen der wesentlichen Randbe- 
dingungen (86) die ees ant 

(y)=—- Uy hie ¥(¥) — st u I” x,(y) (90) 
ergibt. Die Vektoren x,(y), ¥,(v) haben dabei die durch (78) definierte 
Bedeutung. 

Durch Vergleich der Form (90) der restlichen Randbedingungen mit 
der Form (80) der restlichen Randbedingungen des natiirlichen Eigen- 
wertproblemes (25) bis (27) ergibt sich zuniachst: 

Satz 5: Damit das natiirliche Eigenwertproblem (25) bis (27) und 
das Ligenwertproblem (85) bis (87) tibereinstimmen, miissen die Relationen 


W-2U, = D,-1 B, (91) 
und 


Wour=d7rM(c+ ar (92) 
erfiillt sein. 


Die Relation (91) zeigt, daB die Matrix Wisk ie bereits durch die 
Differentialgleichung und die Randpunkte bestimmt ist. Die Freiheit 
in der Wahl der restlichen Randbedingungen liegt also nur bei der 
Matrix U, wobei jedoch, wie sich zeigen wird, noch gewisse zusatz- 
liche Bedingungen erfiillt sein miissen. Jedenfalls miissen sich aber, 
wie man sich durch Einsetzen der Relation (91) in (89) und Multi- 
plikation mit D, iiberzeugen kann, die restlichen Randbedingungen 
auf die Form | 


A A 


D, ¥4(y) = — Dy ¥Q(y) — B x(y) 
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und damit auf 

D #(y) + Bx(y) =0 (93) 
bringen lassen. Zur Vereinfachung der weiteren Untersuchungen soll 
nun angenommen werden, da8 die restlichen Randbedingungen bereits 
in dieser oder in der daraus durch Einsetzen der wesentlichen Rand- 
bedingungen (86) entstehenden Form 


D z(y) + BI'z(y) =0 (94) 
gegeben sein sollen. Soll nun ein natiirliches Eigenwertproblem vor- 
legen, so muB (94) sich in der Form (63) darstellen lassen, woraus 

SPr=IM(R+ OL (95) 
folgt. Hier ist /’ durch die wesentlichen Randbedingungen bestimmt, 
R ist gemaB (46) bis (50) durch die Differentialgleichung und die Rand- 
bedingungen gegeben, wahrend % aus den vorgegebenen restlichen 
Randbedingungen des Eigenwertproblemes bestimmt ist. Es muB sich 
also aus (95) die (2 m, 2 m)-Matrix © ermitteln lassen, die als Linear- 
kombination der beiden Matrizen % und 8 eine symmetrische Matrix 
sein muB. Schreibt man (95) zunachst in der Form 


LS eel GH) (96) 
und fiihrt zur Abkiirzung fiir die rechte Seite die Bezeichnung 
(B—- I” RLS Lj MH AR (97) 


ein, wobei & eine (2 m — s, 2 m — s)-Matrix ist, deren Elemente héch- 
stens linear vom Eigenwert 4 abhangen, weshalb die angegebene Dar- 
stellung mit Hilfe der von 4 unabhangigen Matrizen M, N gelten muB, 
so gelangt man schlieBlich zu der folgenden Gleichung 


ECT 2D (98) 
die in die beiden analog gebauten Gleichungen 
Rs ME ite IT BT = (99) 


zerfallt. Da die erste der beiden Gleichungen (99) fiir beide Falle typisch 
ist, soll zunachst nur diese behandelt werden. Es gilt: 
Satz 6: Notwendig und hinretchend dafiir, daB die Matrizengleichung 
r’ur=m (100) 
(Rang von I ist 2m — s) symmetrische Matrizen X als Lisung besitzt, 
ist die Bedingung: 


mm’ = mM. (101) 
Beweis: 1. Notwendig: Ist U eine Lésung, fiir die 
A = W (102) 


gilt, so gilt, wenn man in (100) auf beiden Seiten zur transponierten 
Matrix tbergeht: 
Pee ON ae PON a TO Se, 
woraus die Behauptung folgt. 
2. Hinreichend: Nun wird M als symmetrisch vorausgesetzt und der 
Beweis durch Angabe der Lésung gefiihrt. 
Acta Physica Austriaca. Bd. XII/3. 19 


— 
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Zunichst seien die beiden Matrizen 

iy aN we |Itt.,, | Palabra Ns, || (103) 
eingefiihrt, wobei n,, ein 2 m-dimensionaler Einheitsvektor ist, bei dem 
die Eins in der Spalte »; steht. Analog sind die No, Einheitsvektoren, 
bei denen die Eins jeweils in der Spalte 0; steht. €, ist eine (2m, 2 m — s)- 
Matrix, wahrend €, eine (2 m, s)-Matrix ist. Die Indizes der Matrizen 


(103) sollen dabei so bestimmt werden: Wahlt man fiir J’ die Dar- 
stellung mit Hilfe der Vektoren (72): 


Sy = ||1t,,, My» ++ 


iF (104) 


so sollen die Indizes »; die zu dem System linear unabhangiger Vektoren 

(73), Ps siBgaot angie , gehorigen Indizes sein, wahrend die Indizes o; 

die restlichen Indizes von (72) in der natiirlichen Reihenfolge sein sollen. 
Es sei vermerkt, daB die Beziehung 


E>CG, 4- G Gy (105) 
gilt, wenn € die Einheitsmatrix der Ordnung 2m ist. Weiters gilt: 
| a | Ba 
| B i} |B , 
eT *s GT =|)" |, Det. G/T) 40. (106) 
ie ete oo 
I Brom — 5. || Bo,” | 


Nun werde die Matrix J’ durch Hinzufiigen der (2 m, s)-Matrix €, 
(103) zur quadratischen Matrix /™ erweitert: 
bee IN ee (107) 
Es gilt: 
Det. P= + Det (€,4 PAO. (108) 
Weiters werde die Matrix 9 mit Hilfe der (2 m — s, s)-Matrix Mm, und 
der symmetrischen (s, s)-Matrix IR, zur (2 m, 2 m)-Matrix M* erganzt: 


Mm, M,~! 


m* 
us |} Dt’, Me I 1) 
Es gilt: 
M’ = Me, MM, = Ms, MF’ == Me. (110) 
Das Gleichungssystem 
Da Sa (111) 
das wegen (108) lésbar ist, gibt fiir W: 
6 Bae at fin (112) 


Es laBt sich leicht zeigen, daB % tatsachlich symmetrisch ist und auch 
die Gleichung (100) befriedigt. Darauf soll jedoch verzichtet werden, da 
diese Kigenschaften aus der im folgenden angegebenen expliziten Dar- 
stellung sofort folgen. 
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Die Gleichung (111) gibt ausfiihrlich geschrieben die folgenden 
vier Gleichungen: 
Ly 2 em: Zoe) EC ie, 
ee Nig he es 4. €, AC, = Ve. 
Aus diesen lassen sich sukzessive, von der vierten Gleichung ange- 
fangen, mit Hilfe der Identitaét (105) zunadchst die Ausdriicke 
age ee aes i Woes Me LING Cae; 
berechnen, mit deren Hilfe man unter Beniitzung der Abkiirzungen 
A= SIA) 
A,=A,I" —€ 
zu der folgenden expliziten Darstellung fiir % gelangen kann: 
A—A, MA, —A, 2,8, A, — A, ©, 2, Ay’ + A, © 2, © Ay’. (115) 


DaB diese Darstellung alle gewiinschten Eigenschaften hat, laBt sich 
sofort zeigen. Zunachst erkennt man aus (115) unmittelbar die Symmetrie 
von %, wenn man (110) beriicksichtigt. AuBerdem folgt aus (114) sofort: 


ghee 9 IA, =9; Aelia &, Ayia ( (116) 
Aus (115) folgt zunachst unter Beriicksichtigung von (116) 
PWN a= 2a oe, A, 
und daraus wieder unter Beriicksichtigung von (116): 
LOT ea De 


Damit ist Satz 6 vollstandig bewiesen und gleichzeitig mit (114), (115) 
eine explizite Darstellung der Lésung von Gleichung (100) gegeben. 
Es sei vermerkt, da die Erweiterung (107) der Matrix /" die Lésungs- 
mannigfaltigkeit beschrankt. Man kénnte anstatt der Matrix €, zur 
Erweiterung eine beliebige (2 m, s)-Matrix nehmen, die nur die Eigen- 
schaft haben muB, daB die so gebildete Matrix den Rang 2 m hat. 
Die Lésung der zweiten Gleichung (99) erfolgt in genau gleicher 
Weise. Durch Zusammenfassung der so gewonnenen Loésung mit der 
Lésung (115) erhalt man dann als Lésung fiir die Gleichung (98): 


¢ — Ay LA, ‘ag Ay nue ae 4 as Aa pe eA, + Ao ee L, (ee! Ans (117) 
wobei die Matrix &, eine beliebige, in A lineare (2 m — s)-Matrix und 2, 
eine ebenfalls von 4 linear abhangende, symmetrische, aber sonst be- 
liebige (s, s)-Matrix ist. A,, J, haben die Bedeutung (114). 

Einen einfachen Sonderfall der Aufloésungsformel (117) erhalt man, 
wenn man 2, = 0, 2, = 0 wahlt. Es ergibt sich dann: 
C=A, LAY’. (118) 
Fir die praktische Auflésung wird es mitunter vorteilhafter sein, 
die linearen Gleichungssysteme (113) aufzulésen. Es kann auch vor- 
kommen, daB die Matrix 2 in der Form 
g=5I" (119) 


19* 


(113) 


(114) 
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gegeben ist. Es mu8 dann die Bedingung 
i) = Ie (120) 


erfiillt sein. Die Auflésungsformel ergibt sich aus (117) durch Ein- 
setzen von (119). 

Nun lassen sich die Bedingungen, daB das Eigenwertproblem (85) 
bis (87) ein natiirliches Eigenwertproblem ist, endgiiltig so aussprechen: 


Satz 7: Die Eigenwertaufgabe 


M\y]=AN{y] (121) 
mit den wesentlichen Randbedingungen 
x(y) = I” x,(y) (122) 
und den restlichen Randbedingungen: 
U Fy) + Ux(y) =0 (123) 


ist eine natiirliche Eigenwertaufgabe 1m Sinne von E. Stiefel und H. Ziegler, 
wenn sich die restlichen Randbedingungen in der Form 


D i(y) + BL aly) =0 (124) 
darstellen lassen und die aus BI" gemap 
g=(8— RT (125) 
gebildete Matrix 2 der Bedingung 
x= 2 (126) 


gentigt. Die Ermitilung der Matrix © kann nach Formel (117) erfolgen. 
Es laBt sich zeigen, daB die angegebene Bedingung unabhangig von 

der speziellen Welle von J" ist. 
Als Beispiel fiir die Entwicklungen dieses Abschnittes sei wieder zu- 
nachst das aus Abschnitt 2 gewahlt. Dafiir lautet die Gleichung (98): 
Als Beispiel fiir die Entwicklungen dieses Abschnittes sei wieder zunachst das 
aus Abschnitt 2 gewahlte. Dafiir lautet die Gleichung (98) 
| 


| 
| 


— (w? + A) M, 0 
r’er= pee 
0, (w? — A) @| 
Weiters gilt 
0 0 0 0 1 0 
Fi 0 0 & 0 0 & 0 1 
= y= yo — 
1 oO] , LO % ae 
Owe | Omar 0 0 
und 
0 0 EE phi a aay 
0 0 0, —1 0, 0 
A, = Me, 
1 0 0, 0, 0, 0 
0 1 0, ) 0, 0 
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Wahlt man hier 2, = 0 und &, = 0, so erhalt man nach (118) 


0 0 
0, 0, 0, 0) 
CHA, 24) = ; 
iO Hea 
ea ae (w? — 2) 


also 
x’(y) Cx(y) = w? [0 y’2(2) — M y2(1)] — A [O y’2(2) + M y?(1)] 


in Ubereinstimmung mit (21). 


6. Ein Zahlenbeispiel 


Als weiteres Beispiel fiir die Ermittlung der Randbedingungen und fiir die 
Umkehrung sei nun ein Zahlenbeispiel gegeben. Es soll m = 3, n = 2, s = 2, 
2m —s = 4,a=0, b =1 angenommen werden. Weiter sei 


fo=1, & = 2 
fy, = 47 -— 1, a 
f, = 1, f=x%+2 
eel 
und als Matrix € fiir die Formen (23) 
l1—~/, —A, 2; —1l—A/, 0, 1 
—A, 1, —i, 0, 0, 1—,) 
Pp, —A, —1— 2,4, 1—/, 9Q, 0 
Sh gee Baers PES Eapy ey B= 8 eee 0 
0, 0, 0, 0, 0, —l1l+aA 
|| 0, 1— 4, 0, 0, —1+A4, 1—A 


II 


gegeben. Die wesentlichen Randbedingungen sollen lauten: 
Ya =Va + Ya" 


Ya = Va 
Va = Va” 
BAiP Sea Vb 
Der Sarr 
Yo yp” 


Dann gilt zunachst: 
Asher eer Ly ee Ly) ee hia ate Tel" 
( 


Nil = 2 9 = (2 9)" lle + 2) 977” 
und: 
My[y] = (47 + 1) 9’ + yy" +44 ylV + (4241) yV 
M,[y] = yt — 24 yy” — (x? +1) ylV 
M,[y] = aes tal) ee 
Noly] = *9” CE ae) a 


Nyy] = (~ + 2) y” 
Naly] = 0 
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Es folgt daraus 


0, —1, —i, 0, 0, 0 
0, 0, Sil ae bay , 0 
0, 0, 0, 0, ; 0 
“ball 0, 0, 0, =A, A 
0, 0, 0, 0, : 1— 3A 
0, 0, 0, 0, 0, 0 
beet 2. 6) 1, 0, 0, 0 
0, yy a7 05 0, 0, 0 
4 —1, 0, 0, 0, 0, 0 
alle: 5 0, 0, i ae VE 2 
0, 0, 0, — 2, — 2, om 
0, 0, 0, ee. 0, 0. 
Weiters kann man wahlen: 
i ie On eo Yo | 
E> f0r 0; #20 Vi } 
rm Om Fy 0 es0; = Ve’ || 
Oe Oca we Oo || 
Cay. Side 6,’ || 
Or Owe 5’ | 
Dann Jautet das System linear unabhangiger Vektoren (71): 
Yor Vir Oo» Oo: 
Es ergibt sich dann fiir Gleichung (79) : 
vat <3. Ol Noe ee oe, oe 
(eas 0, 0 Ya" 2424, 0 | Ya’ 
0 0, —1434 21 yl || 0 —el teers 
0. 70) ” 0 yyY 0, 0 
es phe tae ee koe Oe | % 
2—8/4,4—4A, —2A, 0 Va 
1 ade See eee ee yp | 
0, 0, —1+A4, 1-4 ee 
woraus sich die folgende Hauptform der restlichen Randbedingungen ergibt: 
Var = — Ya” + 2ylV¥ + (3 — 2A) yg + (2— 2A) ya’ + (2— 2A) yy + (— 2+ 4A) Hp” 
Yar = — (2+ 2A) yg” + (4— 42) yg + (4-44) ye’ — 2AM 
vor = Aa | a oa 
2 2 
yh = —wWt-Pttintn 00 


4 ; 4 
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Will man nun von Gleichung (79) wieder die Matrix € gewinnen, so hat man von 


der Gleichung (98) auszugehen: 


rer=2 
Im vorliegenden Fall gilt: 
ey SS si eee ae 0 
eae 3 — 3A, 4—3A4, —24, 0 
Sit oe ee ee sy FRY en ay) 
0, 0, a1 se A, = 
Die Symmetriebedingung (126) ist erfiillt. Nach (114) ergibt sich: 
1 0 0 o| lo o| pero 40 0 0 
jo 1 0 0} }0 0] 1—1 0 0 07 *9 
0 00 0. 1 o|| Onto 80 G0 0 0 
001 of Hor ol? che 0,1 olf “*= 10 0 
0 000 0 1 Gan 0; 40,10 0 0 
m0 0 11 0 0 op 00 71] 0 0 
Wahit man: 
34, 0 | 
eal tera Te Wt Pia PM a 0 
ee he es 0 Pidt 0, 0 
so erhalt man nach (117): 
| bapipey a nesp 4 7A Leer, 
Gagan 1, 4 0, 0, 
| ys —4, pie ee ee 
|}—1l—A, 0, 1—/, —1-A, 0, 
| 0 0, 0, 0, 0 
I. 40 1—A4, 0, 0, —1+4, 


Diese Matrix stimmt mit der Ausgangsmatrix © tiberein. 


i i) 
—1 0 1 
= 1 0 0 
ORO 1 
OL Oe — el 
0 0 0 
0 
1—A 
0 
0 
—1+A 
1—A 


Sie kénnte auch durch 


die nach Wahl von 2, = 0, 2, = 0 nach Formel (118) sich ergebende Matrix 


Ey bas 0, = 24, 0, 
bee ie 0, 0, oe lyf 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 
A, 24,’ = 
| — 2A, —1+4, 0, —1l-A4, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, Sg hater 0, 


ersetzt werden. 


0 

0 

0 
—1-+A 

0 

1—A) 


7. Definite, bzw. semidefinite natiirliche EKigenwertprobleme 
Natiirliche Eigenwertprobleme sind im Sinne von E. STIEFEL und 


H. ZieG_ER nach (30) durch die Bedingungen 


Diy 7) 20 OL [yay 0 (yy e0) 


(127) 


SS] Se 2S 5 25 


288 E, BuxKovIics: 


gekennzeichnet, die fiir alle zulassigen, das heiBt den wesentlichen Rand- 

bedingungen geniigenden Funktionen erfiillt sein miissen. Das Gleich- 

heitszeichen in (127) ist nur fiir semidefinite Probleme zugelassen. 
Nun gilt nach (27) 


b mM 
oly, ¥] = [ Sue yO2 dx + Aly, y] 
ae (128) 


b n 
Yiy.y]= Px y)2 dx + Bly, y] 
a 4=0 


und nach (29): 
AY SW 29) A x(y), (129) 
Bly, y] = x'(y) B z(y). 
Setzt man nun die wesentlichen Randbedingungen (56) ein, so folgt: 
Aly, yJ=3/(y) I ULrsly), Bly yy] = x(y) I" BL s,(y). (130) 
Liegt nun das Eigenwertproblem in der Differentialgleichungsform (85), 
(86), (93), bzw. (94) vor, so gilt nach (96) 
PCr (S— Lf RL 
oder unter Beniitzung der Zerlegung 
B= B,—1B, (131) 
und unter Verwendung von 50): 
i ur=(%,— I" 6) TF, SPr=(—1 SF: (132) 
und damit fiir A[y, y], Bly, y]: 
Aly, vy] = x'(y) (B, — 1” 6) I”z,(y), 
Bly, y] = %'(y) (B, — L” $) Lx,(y). 
Damit folgt aber 


Satz 8: Das nattirliche Eigenwertproblem (85), (86), (93) ist positiv 
definit, wenn fiir jede zuldssige Funktion die Bedingungen 


(133) 


oly yl= | D>’ fila) 2 dx + x,'(y) (8, —I” 6) Ix,(y) >0 (134) 


Vly, yj] = | ny gi(x) yO dx + x,'(y) (B, — I” 9) I x,(y) >0 (135) 


erfullt sind. Es ist positiv semidefinit, wenn in (134) auch das Gleich- 
heitszeichen zugelassen ist. 
Man erkennt, daB die Begriffe ,,Positiv definit‘‘ und ,,Positiv semi- 


definit'’ unabhangig von der Mehrdeutigkeit der Umkehrung (vgl. 
Abschn. 5) sind. 
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8. Natiirliche Eigenwertprobleme, bei denen die Randbedingungen yom 
Eigenwert unabhingig sind. 


Die Beziehung (61) lautet ausfiihrlich: 
I’ 6 i(y) +P" (6 + WI'x,(y) — 
AI" 9 Fy) +1" (H+ 8) P's (y)] = 0. (136) 


Sollen die Randbedingungen vom Eigenwert unabhangig sein, so muB 
| fiir alle zulassigen Funktionen die Bedingung 


I’ § 3(y) +I" ($+ 8) Ixy) =0 (137) 
erfiillt sein. Daraus folgt: 
I’ SI z(y)=—TI"' $F x(y) —T" § ily). (138) 
| Die wesentlichen Randbedingungen haben dann die Gestalt: 
I” 6 zy) + I"(6+ W Lx,(y) =0 (139) 
- oder 
rur:(y) =—I’ 6Tz,y) — I" 6 2(y). (140) 


| Aus (138) und (140) laBt sich aber folgern, da8 dann das Problem auch 
selbstadjungiert sein muB. 


(137) ist erfiillt, wenn §, § und 8 so beschaffen sind, daB 
I’$=0, I’ $r+iI’sr=0 (141) 
- gilt. 


9. Weitere Eigenschaften der natiirlichen Eigenwertprobleme 


In diesem Abschnitt wird vorausgesetzt, daB das natiirliche Eigen- 
wertproblem zumindest semidefinit ist. Unter dieser Voraussetzung 
lassen sich unter Beniitzung der bisherigen Entwicklungen leicht die 
Satze tiber die Eigenwerte und Eigenfunktionen natiirlicher Eigen- 
wertprobleme ableiten, die Abzahlbarkeit, Realitat und Orthogonalitat 
betreffen. Es wird sich dabei zeigen, da hiebei die zu den quadra- 
tischen Formen 


Aly, y]= x(y) Ux(y), Bly, vy] = x'(y) B z(y) (142) 
gehorige Bilinearformen 
Aly,n] = x'(y) Ux(y), Bly, yn] = x'(y) B x(n) (143) 


die Rolle der reduzierten DrricHLETschen Restteile, die in den Be- 
weisen bei E. KAMKE [5] eine wichtige Rolle spielen, ttbernehmen. Das 
legt dann nahe, die Méglichkeit der Ubertragung der dort enthaltenen 
Ergebnisse fiir selbstadjungierte K-definite Eigenwertaufgaben auf 
natiirliche Eigenwertaufgaben unter der Voraussetzung zu untersuchen, 
daB an die Stelle der reduzierten Restteile die Bilinearformen (28) 
treten. 


a) Abzahlbarkeit der Eigenwerte 


Diesbeziiglich sei auf L. CoLLatz [1], S. 73 ff. hingewiesen. Die 
dortigen Betrachtungen zeigen fiir Eigenwertprobleme (1), (2), wobei 
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die Randbedingungen als linear in 4 angenommen werden, daB fiir die : 
mit Hilfe eines Fundamentalsystemes 2,(%, A),- 2(x, A), .-+, Z2m(%, A) 
der Gleichung (1) und der Randbedingungen (2) gebildete ,,charakteri- - 
stische Determinante“ des ea Mewes 
ai z= hh ,2m, | 

mag Fe 2 m | 
der Satz gilt: A(A) ist entweder seheiech Null, atta ist jedes A Eigen: | : 
wert oder A(A) = 0 besitzt héchstens abzahlbar unendlich viele isolierte » 
Nullstellen ohne Haufungspunkt im Endlichen, also héchstens abzahlbar - 
unendlich viele Eigenwerte. 

Der erste Fall ist hier wegen der Semidefinitheit des Problemes aus- - 
geschlossen, so dab folgt: 

Satz 9: Semidefimite natiirliche Eigenwertprobleme besitzen hdchstens } 
abzahlbar unendlich viele Eigenwerte. Diese sollen immer der Grofe nach 1 
angeordnet gedacht werden. 


b) Realitat der Eigenwerte 
Wegen der Semidefinitheit des Problemes gehért notwendig zu einem 1 
komplexen Eigenwert A eine komplexe Eigenfunktion y. AuBerdem | 
miissen aber auch die konjugiert komplexen 4 und 7 Eigenwert, bzw. . 
Eigenfunktion des Problemes sein. Setzt man: 


A(A) = Det. ||U,[2i] 


A=s+it| y(x) = u(x) +72 (x) | 
A=s— it| ae v(x) = u(x) —iv(x), (144) | 
so mu8 zunachst gelten: 
b 
[ 90101 -anpyax=o, 
ty (145) | 


[ ysj—a appar =o. 
Da y und y Lésungen des Eigenwertproblemes sind, miissen sie die ° 
wesentlichen Randbedingungen (56) und die restlichen Randbedin- - 
gungen (61) erfiillen. Dann la8t sich aber nach (27), (31) und (61) | 
statt (145) auch 


b b m 


[2 — es yl 50 dx — 2 | D>» yl obits 
3 y= 0 a vies 0) 
= — x,/(y) I” (% —AB) I4,(y), 
Ric e (146) 
é aie y 


a 


= ey (9) P(N AB) rx (y) 
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reiben, woraus durch Subtraktion folgt: 


Mee tate 0, (147) 
araus folgt aber nach (144): : 
t{Y[u, wu] + Y[v, v}} = 0 (148) 


und diese Bedingung kann wegen (127) nur mit ¢ = 0 erfiillt werden. 
Daraus folgt: 

Satz 10: Semidefinite natiirliche Eigenwertprobleme besitzen nur 
reelle Eigenwerte und es lassen sich stets zugehirige reelle Eigenfunktionen 
angeben. 


c) Orthogonalitdt der Evgenfunktionen 
Nun seien /;,A, zwei verschiedene Eigenwerte einer natiirlichen 
Eigenwertaufgabe und y;, y, zugehérige Eigenfunktionen. Dann gilt 


wieder: 
b 


| yi {M [Ve] — Ag N [v2 ]} dx = 0, 


a 


) : (149) 


fo» {M [yi] — 4: Nlyi]} dx = 0 


und daraus folgt, da y;, y, sowohl Eigenfunktionen als auch zulassige 
Funktionen sind: 
b 


m b An 
| fe yi y,”) dx = is | } Ly y,”) y,(”) ax = 
0 ee a eee 


= 


= — 9 (yi) P(A 4B) L 40) eaes 
b 


. . 6 m n 
| Dy, fv Vi 0) dx — A, >; Bo Vi) Vy) dx = 

a v=o vy=0 

= — 4,'(y;) I” (UM — A,B) Pz, (yp). 
(Dabei wurde von der Symmetrie der Bilinearformen Gebrauch ge- 
macht.) Durch Subtraktion der beiden Beziehungen (150) erhalt man: 
(A: — Aa) P Ly, vel = 0. (151) 
Multipliziert man die erste der Beziehungen (150) mit ;, die zweite 
mit A, und subtrahiert, so erhalt man: . 


(Ai — Ax) bLyi, Ya = O. (152) 
Wegen der Voraussetzung 
24 hi F he 
folgt aus (151) und (152): 
Lys Ye] = 0 
b (Vi Ve] = 0 
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| 
| 
| 
und damit | 
Satz 11: Je zwei zu verschiedenen Eigenwerten einer natiirlichen | 
Eigenwertaufgabe gehirigen Eigenfunktionen y;, y, sind in dem Sinne 


orthogonal, daB | 


b n 
Veil | Dy be Vil) yx) de + &,/(y:) IY BT x,(y) = 0 (154) } 
a) 


gilt. Eine analoge Beziehung gilt fiir (Vi, Vr). 
Ist das natiirliche Eigenwertproblem noch zusatzlich positiv semi- - 
definit, gilt also insbesondere: 


Ply, y) > 9, 
so 1aBt sich jede Eigenfunktion y; in dem Sinne normieren, daB 
Ziv, vl=1 (155) | 
gilt. Ist y;* irgendeine Eigenfunktion, so erfiillt die durch 
yi* 
VYo*, 7) ae 


gegebene Eigenfunktion die Normierungsbedingung. 


Anmerkung: Die in diesem Abschnitt hergeleiteten Satze wurden | 
der Einfachheit halber nicht immer unter den weitestméglichen Vor- 
aussetzungen bewiesen, da das der Zielsetzung der vorliegenden Arbeit 
nicht entsprechen wiirde. Es wurden diese Voraussetzungen gewahlt, | 
da sie im folgenden Abschnitt mit den weitergehenden Resultaten so- - 
wieso benétigt werden. 


10. Ubertragung der Theorie yon E. Kamke auf natiirliche Eigenwert- | 
probleme 


E. KAMKE beweist in [5], S. 83 ff. zunaéchst als Hauptergebnis eine | 
Minimaleigenschaft des ersten Eigenwertes. Und zwar werden dazu die | 
beiden Bilinearformen 

b 


[u,v] = | oa f, wu” v dx + Fo[u, v] 
5 v= 0 

‘ (157) 

Yiu, 9] = | OH g, wu) v™ dx + Go[u, v] 


v 


herangezogen, in denen I’y[u, v], Go[u, v] die reduzierten DIRICHLET- | 
schen Restteile sind, die in der Drr1cHLETschen Umformung nach Ein- 
tragen der wesentlichen und restlichen Randbedingungen entstehen | 


und, wie sich zeigt, im Falle der Selbstadjungiertheit des Problems 
symmetrische, nur Ableitungen der Ordnung 0 bis m — 1 enthaltende 
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Bilinearformen in den sogenannten freien Ableitungen sind?. Von diesen 
Bilinearformen wird vorausgesetzt, daB die folgenden Bedingungen er- 
fiillt sind: 
Im> 0, £n = O, Ifol + Igo =) 
i 0 (p= O81 ra 1) 
gy = 0 Vi OP Ae 9) 
Fo[u, u] > 0, Go lu, u] > 0. 
Man nennt dann die Aufgabe K-Definit. Fiir solche K-definite selbst- 
adjungierte Eigenwertaufgaben, deren Randbedingungen (2) als vom 


Eigenwert unabhangig angesehen werden, wird dann der Satz be- 
wiesen : 


(158) 


Fiir den Bereich der zulassigen Funktion sei 


. o[u, u] 
: eg Viu, wu) ee 
Dann gilt A, > 0 und es gibt eine zulassige Funktion u(x), fiir die 
p[u,u] — A, [u, u] =0 (160) 


gilt (das hei8t das Minimum wird von einer zuldssigen Funktion tat- 
sachlich angenommen); diese ist sogar 2 m-mal stetig differenzierbar 
und erfiillt die Differentialgleichung (1) sowie alle Randbedingungen (2) 
‘und ist somit eine zu /, gehorige Eigenfunktion der Eigenwertauf- 
gabe (1), (2) und zwar ist A, der kleinste Eigenwert. 

Der Beweis stiitzt sich zunachst auf folgende Eigenschaften der 
Bilinearformen (157): 

d[u,v] = d[v, u], Yiu, 0) =P fo, el 
dfru+svj =r? d[u,u]+2rsd[u,v] + s*6[u, v] 
Wiru+tsvj=rPlu,ul+2rs VP [u,v] + s*¥ [u,v] 
lp[u, v]|(*< Olu, u]- [u,v], | [u, v]|?< Y[w, w] Y[v, v]. 
Weiters werden noch einige Eigenschaften der reduzierten DIRICHLET- 
schen Restteile bendtigt, auf die gleich noch eingegangen wird. 

Eine Analyse der Beweisfiihrung von E. KAMKE ergibt nun, daB fiir 
natiirliche Eigenwertprobleme die Beweise und der Inhalt des oben an- 
gefiihrten Satzes noch richtig bleiben, wenn man anstelle der Bilinear- 
formen (157) die Bilinearformen (27) heranzieht und tiber die dort auf- 
tretenden Funktionen die Voraussetzungen (158) macht. Es treten 
mithin an die Stelle der reduzierten DrricuLetschen Restteile die 


(161) 


4 Fiir das Beispiel der fliegenden Welle, das ein nattirliches, jedoch nicht selbst- 
adjungiertes Eigenwertproblem ist, gilt dies z. B. nicht, da die reduzierten 
DrricH_Letschen Restteile: 


— Fy [u,v] = (w? + A) M uv, — (@* — A) Ou v/ + A (QL), uy" v; 
— Golv, v] = (@ 1); uy’ y 


nicht mehr symmetrisch sind! 
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symmetrischen Bilinearformen (28). Man sieht dann sofort, daB die | 
Bilinearformen (27): 


siuul= [Suton + A v], | 
ie. (162) 


b n 
W iu, a= f D> gr ul) ve) dx + Blu, v] 
v=0 


die Eigenschaften (161) haben und es ist nur noch zu untersuchen, ob ) 
die Bilinearformen (28) alle die in der Beweisfiihrung verwendeten 
Eigenschaften der DiricHLEtschen Restteile haben. Formuliert man | 
die geforderten Eigenschaften gleich fiir die Bilinearformen (28), so») 
lauten sie: 

1. Afu,v] und Blu, v] sind symmetrisch. 

Diese Eigenschaften sind trivialerweise nach Voraussetzung er- - 
fiillt. 


2. Ist u(x) eine beliebige zulassige Funktion und w(x) eine be-- 
liebige (m — 1)-mal stetig differenzierbare Funktion, die den Rand- - 
bedingungen 

w') (a) = w) (b) = 0, y=0/1 2m 
gentigt, so gilt: 
A[u, wv) = Blu, w| = 0. (163) } 

Die Richtigkeit folgt sofort daraus, daB die Bilinearformen nur 1 


Glieder enthalten, in denen Ableitungen von w der Ordnung 0 bis m — 1| 
an den Stellen a und 0 auftreten. 


3. Sind w und v zulassige Funktionen, so gilt fiir die durch Eintragen 1 
der wesentlichen Randbedingungen in die DrrRICHLETschen Restteile (32) ) 
(die dortigen Formeln sind negativ zu nehmen) entstehenden Bilinear- 
formen 

— F [u,v], —G[u, v] 
und fiir die Bilinearformen A [u,v], B{u,v] (ebenfalls nach Eintragen 1 


der wesentlichen Randbedingungen) folgende Eigenschaft: Ist fiir ein A/ 
die Bedingung 


F(u,v} + Alu, v] — A{G[u, v] + Bla, vj} = (164) 


erfiillt, und zwar fiir alle freien Ableitungen, so erfiillt « auch die rest-- 
lichen Randbedingungen (63) und somit alle Randbedingungen. 

Diese Eigenschaft folgt aus der Tatsache, daB aus der mit (164)) 
identischen Forderung (37) die wesentlichen Randbedingungen (68)| 
hergeleitet wurden. 

Damit sind aber alle Eigenschaften erfiillt, die an die Bilinearformen| 
gestellt werden miissen, um die Beweise von E. KaMKE auch fiir natiir-; 
liche Eigenwertprobleme iibernehmen zu k6nnen. 
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Fir weitere von E. KAMKE in [5] bewiesene Satze werden noch 
folgende Eigenschaften der Formen 4A [w, v], B[u, v] bendtigt: 

4. Ist u(x) eine m-mal stetig differenzierbare Funktion, die ¢ 0 ist 
im Intervall [«, 6], das im Inneren des Intervalles [a, b] liegt, so gilt 
fiir w(x) und eine Eigenfunktion y,(x) des Eigenwertproblemes: 
A [uo, yp] = 9. 

5. Ist y,(x) eine zum Eigenwert A, gehdrige Eigenfunktion des 
natiirlichen Eigenwertproblemes und ist eine beliebige zulassige 
Funktion, so folgt aus 

b 


| yp {M [yp] — A> N [pp ]} dx = 0 


die Eigenschaft: 


ee a, 
| aes fr vp p™ dx — dp | D> go yp dx + A[yp,¢] — 
“ y=0 a =O 

— dp Bl pp, yp] = 9. 


Die Eigenschaft 4 ist trivialerweise erfiillt und die Eigenschaft 5 

kann, da y,(x) als Eigenfunktion alle Randbedingungen erfiillt, in 
gleicher Weise wie die erste Beziehung von (150) erschlossen werden, 
da diese auch giiltig bleibt, wenn nur y,(«) Eigenfunktion ist. 
Auf Grund der angegebenen Eigenschaften kénnen nun alle von 
-E. KAMKE bewiesenen Satze fiir AK-definite, also noch zusdatzlich die 
Eigenschaften (158) erfiillende natiirliche Eigenwertprobleme — auch 
wenn sie nicht selbstadjungiert sind — iibertragen werden. Sie seien 
im folgenden zusammengestellt: 

Satz 12: K-Definite natiirliche Eigenwertaufgaben, die entweder in 
der Form (14) bis (20) oder in der Form (85), (86), (93) mit den V or- 
aussetzungen (158) definiert werden kinnen, besitzen abzahlbar viele 
Eigenwerte, die nichtnegativ sind, als Losungen. 

a) Die Eigenwerte konnen als Minimum des Ausdruckes 


plu, u) 
Yiu, uv} 


gefunden werden, wenn zur Konkurrenz alle zuldssigen Funktionen zu- 
gelassen werden. Jede Funktion dieser Art ist sogar 2m-mal stetig 
differenzierbar und die zu i, gehorige Eigenfunktion. A, ist der kleinste 
Eigenwert. 

b) Die hoheren Eigenwerte kinnen nach folgendem Prinzip gefunden 
werden: Sind h,<4g<... <4, he ersten 1 Eigenwerte und ist 
W1(X), Po(%), ..-,,(%) erm zu diesem gehiriges Orthogonalsystem von 
Eigenfunktionen, das die Eigenschaft 


Pipe wl=9  (PADDI<7) (166) 


4 (165) 
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erfiillt, so gibt es stets einen durch | 
$[u, 0] 
= he 167 
A+vi= im Wu, ul ( ) 
definierten ndchstgroBeren eee wober nun nur zuldssige Tuna 
tionen zur Konkurrenz zuzulassen sind, fiir die 


VY (il ON Pood, 2 es) (168) 

gilt. Es existieren also unendlich viele Eigenwerte. 
c) Ist w(x), p(x), ... etn vollstdandiges orthonormiertes System der ' 
Eigenwertaufgabe mit der Eigenschaft: | 
PF lp, Ya] = Op, (169) | 
und sind 4, <4, <... die zugehorigen Eigenwerte und bezeichnet man) 


weiter als den Fourter-Koeffizienten einer zuldssigen Funktion (x) in) 
bezug auf diese Eigenwertaufgabe den Ausdruck 


ay = P(E, pp], (170) j 
so gilt die Besselsche Ungleichung 


D> Mpa? < $19.9): (171) 

und die Parsevalsche Formel: 
D> %=P[9.9] (171 a)} 

p=1 


Ist auch w(x) eine zuldssige Funktion mit den Fourver-Koeffizienten by, 
so gilt: 
Dy % by = Py, y). (171 b)| 
p=1 
d) Fiir integrierbare Funktionen w,(x) sei 


oly, ¥] 
WN Wy fae Opt) — oe ; 172 
(wy UV» Up 1) Ty, y] ( ) 
wo die y beliebige zuldssige Funktionen sein diirfen, fiir die aber 
b 
| wydx=0, y=1,2,..46p—1 (172 a} 
gelten mup. Dann gilt: 
mM <Adpy und Ap = Max m (Wy, Wg,...,Wp—1) (172 B) 
Ww 
(Maximum-Minimum-Prinzip der Eigenwerte). 
e) Sind uy(x), U(x), ..., Uz(x) ein System zuldssiger Funktionen mii 


der Eigenschaft 
YW up, Ug) = 0, (173) 
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so sind die Nullstellen der Determinante 
D(A) = Det. || [etp, ug] — A dp, q F [up, Uq]|| (Deg tone ey (173-8) 
sdmtlich reell. Werden sie der GroBe nach geordnet: 
fee I, 

so gilt: - 
Ap = Ap, De a a hcg ae: (173 b) 
(Ritzsches Verfahren). 

Damit sind nun die fiir die praktische Lésung von natiirlichen 
4 -definiten Eigenwertproblemen notwendigen Hilfsmittel bereitgestellt. 
Eine mitunter unerwiinschte Einengung kénnen die Bedingungen (158) 
bedeuten. Es ist zu vermuten, daB diese durch schwachere Bedingungen 
ersetzt werden k6énnen, jedoch kann dariiber noch nichts abschlieBendes 
gesagt werden. 
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Anhang 


Ableitung einer expliziten Formel fiir die Transformation eines natiirlichen Eigen- 
wertproblemes auf die Normalform 
In Abschnitt 2 wurde bereits darauf hingewiesen, da8 man fiir die Transforma- 
tion eines natiirlichen Eigenwertproblemes auf die Normalform eine explizite 
Formel angeben kann. Dies soll nun noch nachgeholt und ein Beweis fiir diese 
Formel gegeben werden. 
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Den Ausgangspunkt bilden die Formeln (16) und (17). Und zwar soll zunachst 
die Transformation des Ausdruckes 


6 
és(v] = i; blylax (174) 


mit 
m 
= i : Cik = Chi 
eee: (x) y(t) yl) 175 
diy] ym oy y eee (175) 
k= 


auf die Normalform (22) behandelt werden. Die Transformation auf die Normal- 
form erfolgt durch sukzessive Anwendung der folgenden Formeln fir die partielle 
Integration: 


b b b 
[ens sax a9 yk - VY) — f cavern ge—nay 
a a a 
: (176) 
ty ee Nee — f en’ y nae 
a 
und 
b . b 
sntitelh 1 ‘eat ene 
Gi+1y y+ dx = Ci 44 yl) ar Chit yO)? dx. (177) 
a a 


Es 148t sich dadurch erreichen, da schlieBlich unter dem Integral nur noch rein 
quadratische Glieder in y und seinen Ableitungen stehen bleiben. Es treten natiir- 
lich noch au erhalb des Integrals Randausdriicke an den beiden Enden des Inter- 
valles a, b hinzu. Es ergibt sich dann die Normalform: 


m 
a l 
dlvl= | > fila) 92 ax + — Foly), (178) 
v t=0 i 
wobei Fy [yv] die Gestalt 
oe b 
Foly] = om exp (x) | (179) 
a 
ik=0 


besitzt. Es soll nun gezeigt werden, da® die folgenden Formeln bestehen: 


m—t Min (i,m —i~+o) 


Oa CAR I (o) 
i= >) > rela Mae )+( : |e oa 
C=) 0) : 


i=0,1,2,...,m (180) 
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und 
m—k—1 Min(i,m—k—i—o) a+ (a) 
oO 
ein(*) = Oy AY ES wrre| 4 mca baae 
o=0 A= 


(181) 


lim = ema = 9. 

Diese Formeln driicken also die gesuchten Koeffizientenfunktionen durch die 
Koeffizientenfunktionen der urspriinglichen Form direkt aus. _ 

Der Beweis 1aBt sich zweckmaBig fiir beide Formeln durch vollstandige Induk- 
tion nach m fiihren. 

Beweis dey Formel (180): 

a) DaB die Formel fiir m= 1 richtig ist, 1aBt sich sofort durch Umformung 
von (174) mit Hilfe von (176), (177) einerseits und durch direktes Einsetzen in (180) 
andererseits beweisen. In beiden Fallen erhalt man: 


fo(*) = C00 — Sor’ 
f(*) = 1. 
b) Nun ist zu zeigen, daB unter der Voraussetzung, Formel (180) sei richtig, 


fiir m + 1 die folgende Formel gilt: 
m+1—1 Min(i,m+1—1—<a) 


PS ser ft .'). 


o=0 
Cea (9) 
“3 Ci kitk+to- (182) 


Setzt man zur Abkiirzung 


3 ail ei ih = Il (0) 
Aggy = (— 1)? +2) 2 oe ies bea A near, (ie) 


so kann man fir den Fall der Ordnung m auch schreiben: 


m—vt Min (i,m —1i— a) 


2b bape are (184) 


o=0 k=0 
und fiir den Fall der Ordnung m + 1: 
m+1—1% Min(ism+1—i—<a) 


fi(*) = pe bh Ges k 


Sy ers ’ (185) 
m—%t Min(i,m+1—%4— oa) 
= 2 D Agk + 4m4+1 —i,0° 
k=0 
Bezeichnet man die Lt Heat von (185) und (184) mit A, so gilt: 
m—i Min(i,m+1—i%—o) m—1 Min (i,m —i— a) 
A= a 2 agk — 2 agk + Am +1 —i,0- (186) 


k=0 
20* 
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In der ersten Summe von (186) gilt: 


a fiir 0<oxm—21 
Min Ges Um Oe | 7 a es er leat ane ee 
In der zweiten Summe gilt: 


i i fiir 0x<ox<xm— 21 
Min (4, m —i—o)= : ‘ 
a ) |m-i-o fiir m+1—2ix<ox<m—t. 
Dabei witd die Gleichheit der Grenzen fiir 7 in beiden Fallen dadurch erreicht, 
daB in der ersten Summe im Fall i = m + 1 —i—o der zweite Wert, in der 
zweiten Summe im Falle i = m — i — o der Wert 7 genommen wird. Es ergibt 
sich nun ftir (186): 


m—24 7 m—t m+1—i-—oa 
el oe Dy tnt iis 2 sa} 
o=0) k= 0 o=m+1—21 k=0 


m— 2% a m—it—oa 


m—1 
V 
et Z oe Mg k + ; Agr} + 4m+1—i,0 
o=0 k=0 aq=m+1—21 k=0 


m—t 


= » Ag m+1—i—o + 4m+4+1-i,0 


o=m+1—21 
m+1—4 


a ~ W,m+1—i-o 


o=m+1—21 


Setzt man nun wieder fiir agz nach (183) ein und nimmt folgende Umnumerierung 
der Indizes vor: 


o—m—1+21=r1, 


so ergibt sich: 


i m—t m—t 
-1— 4} ¢ (m+1+7r—27 
A= S{-1e4 pts + ss) Cae) = 


™=0 
Die angefiihrte Summe stellt den Zuwachs dar, den die Diagonalglieder /;(¥) durch 
das Hinzufiigen der Glieder cjz,)44, bzw. Cm+1,a erhalten. Die Einfltisse der 
Glieder ¢j,m4.1 auf die Glieder /;(¥) fiir die Ordnung m + 1 lassen sich aus den 
Formeln (176), (177) erkennen. Danach haben auf das Glied /;(¥) nur die Glieder 
CAm4-1 mit 0 <= A < i EinfluB, wenn zunachst nur die Glieder oberhalb der Haupt- 
diagonale betrachtet werden. Nun zeigt das folgende Schema, in welcher Weise 
durch Anwendung der Formel (176) die Werte cr, m + 1 nach links iibertragen werden: 


Wie oy, ; 
= Comtd 9 Cr mets Oran AaT Maia Cresta) 
— ie 13) , 
oF) 3Cr m4 , “lr mti1,— So m+1 
/ 
Beymer, + omy 


1 — m+ 
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Es stehen also in der Spalte mit der Nummer f und in der Zeile mit der Nummer «& 
die Glieder: 


(188) 
ete 


Auf das Ghed /;(¥) haben davon direkt Einflu8 die Glieder, die in der Spalte 
£ =72-+ 1 und in den Zeilen « = i — 1 und « =i stehen. Gema8 Formel (176) 
wird das in der Zeile « = 1 — 1 stehende Glied mit dem Faktor — 1 ubertragen, 


wahrend das in der Zeile ~ = 7 stehende gema8 (177) mit dem Faktor — 4 iiber- 


tragen wird, wobei sich im zweiten Falle die Ableitungsordnung noch um 1 erhoht. 
ies "stehen in Zeile g =4— 1, Spalte 6 = 7-4 1: 


v 
m—t : 
ae +1+1-2 
Da Ooi ben ees eae 
Z—0 

mince. im Zeile ~ — 2, -Spalte B—1 -— 1; 


1 


Com+i1 ? 
dana ae , 
r=0 


= To (m-+1+7—2i) 


also wird insgesamt auf das Glied /;(¥) tibertragen: 


i re 
m—i 1 [m—2 : 
a ae (m+1+7%—21) 
(= ea* 4 :  —— a Com+1 e 
3 Daa Ge == il 2 \t—% 
tT=0 
Da das Glied cy+41,, wegen der Symmetrie den gleichen Betrag liefert wie das 
Glied cz,» +1, ist dieser Ausdruck noch mit dem Faktor 2 zu multiplizieren, so daB 
sich gerade der in Formel (187) behauptete Zuwachs ergibt. 
Beweis dey Formel (181): 
a) Auch hier kann man zunachst zeigen, daB die Formel fiir m = 1 richtig ist. 
Es ergibt sich: 
£99 — 0,1° 
b) Die Formel (181) lautet fiir m + I: 
m+ 1 b 
F[y] -| D>) einy | (188) 
i,k=0 = 
mit 
m—k Min(i,m—k—o) 
A+oa (0) 
a Ss » (—1)*+9 4 Cpa), pat As tet 
o=0 A=0 (189) 
Cok = ha 
Cim+1 = em+1k = 9 
Setzt man wieder 


A+ 6 (0) 
bo, = (— 144? g | Fm eA+Ato+1 (190) 
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und bezeichnet die Differenz von (189) und (181) mit 6, so gilt fiir m + 1: 


m—k Min(i,m—k—o) m—k—1 Min(i,m—k—o) 


ee = 2 boa= Dd ©) Dros batts ee 
o=0 A=0 


und 
m—k—1 Min(i,m—k—o) m—k—1 Min(i,m—k—o—1) 
f= 2 2 ba 2 ve baa + Om —k,0 
m+k—-i-1 a m—k—1m—k—o 
= a Pa yaee Meal 2 
A=0 o=m+k—i A=0 
m—k—i-1 m—k—1m—k—o-—1 


= a pire > a boa + Om —k,0 


o=m—k—1 
m—k-1 


= Ds bg,m—k—o + Om—k,0 


o=m—k—-it 
m—k 


= > bo,m—k—o- 


heel 
o=m—k—-t 


Setzt man wieder (190) ein und fiihrt gema8B i —-m-+k+o6=7T einen neuen ~ 
Summationsindex ein, so erhalt man: 
m—k 


m—k 
fee ae ares (192) 


1 Dome iat 1 
7=0 


Diese Summe gibt den Zuwachs an, der durch das Hinzukommen der neuen Glieder ' 
entsteht. Nun ist aber der Zuwachs, der sich fiir die Zeile ¢ und die Spalte & aus | 
dem Hinzukommen des Gliedes ¢z,+4 4 ergibt, gleich dem Zuwachs des ent- 
sprechenden Po Na in Zeile 7 und Spalte k + 1. Dieser Zuwachs ist durch | 
(188) fiira = 7, 2 =k + 1 gegeben: 


m— Bp . 
= (m—t—k+ 
(—1)" fb Be i 


und durch Summation iiber die in Betracht kommenden Indizest = 0 bist = m—k) 
ergibt sich tatsachlich der Zuwachs (192). Da sich aus der Symmetrie der Glieder cj, ; 
auch die restlichen Formeln (189) ergeben, sind damit die beiden Formeln (180) | 
und (181) bewiesen. 


In genau gleicher Weise kann man nun zeigen, daB der Ubergang fiir 
b 


W[y] = il W ly] dx (193) ) 


a 
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mit 
n 
= il ‘ 
Plas DY mzy (2) 9) y (194) 
i,k=0 
auf die Normalform 
b n 
‘ ; 1 
¥Yo[y] = ii > gi(*) vl) da + oe Goly] (195) 
a %t=0 
mit 
‘y b 
Goly] -| » p(x) yO | (196) 
i,k=0 


auf Grund der expliziten Formeln 
n—1 Min(i,n—i—o) 


ot+k—1 o+k—1 3 
ee) = >) (unre eel : |] oPatrere 


o=0 k=0 
(197) 
und 
n—k—1 Min(in—k—o—1) ae 
15 p(*) = oe >) (= Toa 4 \eerereee 
o=0 AO (198) 


erfolgen kann. 


Zur Greenschen Funktion der Diracgleichung* 


Von 


L. Hanke und P. Urban 
Institut fiir theoretische Physik der Universitat Graz 


(Eingegangen am 26. November 1958) 


Zusammenfassung 
Es wird die GREENsche Funktion zur D1irac-Gleichung bei Anwesenheit eines 
homogenen Magnetfeldes unendlicher Ausdehnung exakt berechnet. Damit wird 
grundsatzlich eine Anzahl quantenelektrodynamischer Effekte einer erfolgreichen 
theoretischen Behandlung zuganglich und es ergibt sich die Vergleichsméglichkeit 
mit Experimenten, vor allem auch im relativistischen Bereich. 


1. Einleitung 

Die Kenntnis der GREENschen Funktion zur Dirac-Gleichung bei 
Anwesenheit eines unendlich ausgedehnten homogenen magnetischen 
Feldes erméglicht die theoretische Behandlung quantenelektrodynami- 
scher Effekte, die Ansatzpunkte zur experimentellen Uberpriifung der 
Theorie bieten. Hier sind vor allem die Strahlungskorrekturen zur Paar- 
bildung und Paarvernichtung, die Spaltung und Verschmelzung von 
Photonen (Prozesse, die ja im feldfreien Raum durch das FuRRysche 
Theorem ausgeschlossen werden) und_ schlieBlich die DELBRUCK- 
streuung zu nennen. Die Streuung von Elektronen bzw. Positronen an 
einem derartigen Feld laBt sich allerdings nicht untersuchen, da bei 
unendlicher Ausdehnung des Feldes nur Bindungszustande existieren 
wiirden. Hier ware eine Modifikation der GREENschen Funktion fiir ein 
entsprechend nach auBen abfallendes Feld erforderlich, die jedoch 
formalen Schwierigkeiten begegnet. 

Die Behandlung der erwahnten Effekte mit Hilfe der Bornschen 
Naherung erweist sich aus Konvergenzgriinden als aussichtslos. Zur 
Umgcehung dieses Verfahrens wurden daher Ausdriicke fiir die GREENsche 
Funktion aufgestellt,! die das Feld unmittelbar beriicksichtigen, je- 
doch nur in Form von Integraldarstellungen. Fiir die praktische An- 
wendung ist es vorteilhaft, eine derartige Funktion in geschlossener Form 


* Wesentliche Teile dieser Arbeit sind einer Dissertation (L. Hanxke, Diss. 
Univ. Graz, 1958) entnommen. 

1G. GEHENIAU, F, VitLars, Helv. Phys. Acta 28, 178 (1950); G. GEHENTIAU, 
M. DeMEovR, Physica 17, 71 (1951). 
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zur Verfiigung zu haben, was in dieser Arbeit durch Eigenfunktions- 
entwicklung fiir die Impulsraumform verwirklicht wird. Ferner wird eine 
Ortsraumform der GREENschen Funktion als Reihenentwicklung an- 
gegeben. 


2. Eigenfunktionsentwicklung 


Die Gleichung fiir die S*Funktion im Falle eines durch das Po- 
tential A, charakterisierten Feldes lautet 


(i EN he pay” 7 S*(x, 9) = d4(% — 9) (1) 
Mit dem Ansatz 
a 
S*(x, y=(i mye ake = A, yt + a (x, y) (2) 


ergibt sich fiir die Funktion G eine Lan RD der Form 


6 e i) e 
(i,2 pee ary -)-(° bi aaes Ghee 2) Gtx y) = dg(% — y) (3) 


ax" 
oder, wenn man die beiden ob hee Orns zusammenzieht 
Gd ge 0A, 24 ey a 
AL wAY — 522 as y” ye (= Ay) = 
| Ox” Ox, aa? ce Raa’? % ae (%, 9) 
= Oey) (4) 


Im Falle eines homogenen Magnetfeldes kann man das Potential in 
der Form 


4; A,=A,=0 (5) 


ro| & 


B 
Ay=— 3 *» ae = 


verwenden. Damit wurde die Richtung des Feldes in die (3)-Richtung 
festgelegt. 

Da dieses Potential von x, und x, nicht abhangt, ist folgender An- 
satz méglich 


1 a, aie ae . 
(27)? | apy | Eps Na BONS) KID, YP, Pa) (6) 
ee —o 
Zur eindeutigen Darstellung der GREENschen Funktion ist noch die 
Wahl der Randbedingung erforderlich. Diese geschieht in bekannter 
Weise durch die Festlegung des Integrationsweges C in der komplexen 
po-Ebene. 
Setzt man nun das Potential (5) in die Differentialgleichung (4) ein, 
so erhalt man fiir die durch (6) definierte Funktion K die Gleichung 
Cian te B : 
4. Pan Bei 4h (447 + %—") — x? a ae 


G(x, y) = 


te 0 ) > 
aa Ges na 52) | ¥, Pf) = Oa 


7 | 
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Fiir die weitere Behandlung ist die Einfiihrung von Zylinderkoordinaten 
giinstig: ] 

X%4 = 0cosp Vi =0 cosy’ 

%=esngp =e sing’ 

a? Ih AG, Te" 
‘a ag? * gag” gag? 

Die Gleichung (7) nimmt dann die Form an: 
iS la 18 &B 


Sas Exe 2 2 plume Sy Aes 
ee rarys ue he aie & Ps + Po % 


| 
| 
| 


eB 7eB a Ss ae tee 
i cate i 2) KET, bobs) = WF —F) (8) 
Separation fiihrt auf die Eigenwertgleichung 
1 2 1eB oa eB 
| — 3 =. 9 
tS ag? I h ap h oO Vins (¢) Ans (0) lan (g) ( ) 
mit der Lésung 
l-+s 
2 ; we 
{n, s(@) = N | eee’ e*e An, (@) = 02 h (n + s) (10) 
2 


Es 148t sich leicht zeigen, daB die Eigenfunktionen /,,, ein vollstandiges : 
System bilden und daB der Normierungsfaktor N = 1//2x ist. 


+0 
> D> fn) fns(9’) = 89 — @’) (11) | 
n= — CO s=—1,+1 


Daher kann man die gesuchte Funktion nach den Eigenfunktionen ent- - 
wickeln: 


-+ 00 
% 1 ay se , ! 
K=5— DD incl) Incl") Raslo.e) (12), 
nm=—0c s=—1,+1 


Zur Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten R,,, dient die Gleichung ; 


J a i 1 0 e2 BF ‘ ‘ ce 3 n> 
| ae? 0 00 4 2 Q ps + po es pe ae 
eB / 1 / I 
ee mts Heal Qs O) =n eG a) (13) ) 


Damit ist die Ausgangsgleichung (1) auf ein eindimensionales GREEN- 
sches Problem der Form ] 


(DAW Re leet = soar (14)) 
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teduziert, wobei als Abkiirzungen 


e2 il a n 
ag? toa 8 oF 
l= ps2 —p2+x?+2a(n+s) 

eB 
eh 


verwendet wurden. 

Zur Lésung von (14) soll nun R,, nach Eigenfunktionen des 
Operators D entwickelt werden. Wir betrachten zu diesem Zweck zu- 
nachst die Eigenwertgleichung 


D pr(o) = Ix’ pelo) (15) 
worin mit /,’ die Eigenwerte zum Operator / bezeichnet wurden. Sub- 
stituiert man 


erg regen me (28 12 
agi eg te Ye Ou 
so bleibt nach Division durch 4 w wu die Gleichung 


a2 1 a 1 n? ibe W 
(2 ate (4a ct) (|) =0 3°) 


oder einfacher 


] oO n2 
( ribs a )n=0 7) 


wobei die Striche Ableitungen nach w bedeuten und die Abkiirzungen 


so 
uU ibs. 
Yn(U) = Wr (2 , gia 


verwendet wurden. Mit dem Ansatz 
yn (u) = url? e—4l? h,(u) 
bleibt fiir @ die Gleichung 


uv 1 / 
ign Se he 


n 1 
wg + 0tn—w dv +[o-4— aac (18) 
' Eine Gleichung vom Typus 
ud,’ +(1+n—u) d,'+Kd,=0 (19) 
hat die Lésung? 
by = Ly"(u) 
Daraus ergeben sich mit 
n 1 


2 H. Bucuuorz, Die konfluente hypergeometrische Funktion. Berlin-Gottingen- 
Heidelberg 1953. 
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die Eigenfunktionen von (17) zu 
Xn (u) = url? e—“l2 Lyn (u) 
und aus 
ls’ = Px? — bo + 2+ 20(n +5) 

die Energieeigenwerte 

py? = fs? +2427 +40k4+20(s+1) (20) 
L, bezeichnet die verallgemeinerten LAGUERREschen Polynome, die 
wie folgt definiert sind 


oA eee a 


Durch Riicksubstitution findet man 
velo) = N - (w 0?)"/? eo #2 L.” (w 0?) (21) 


wobei sich der Normierungsfaktor N aus der Normierungsrelation fiir 
die LAGUERREschen Polynome 


Zu 


ergibt. Die Indizes k und m sind ganzzahlig, n + k > 0. Demnach be- 
wegt sich im Bereich 

—k<n<to. 
Die yw, bilden ein vollstandiges System 


> vale’) pelo) = 
k=0 


Durch Entwicklung von R nach den Eigenfunktionen yx 


co 


/ ,7 / 
Ry, s(0, 0") = 2, Onl(o")yale) (22) 
k=0 
und Einsetzen in (14) erhalt man 


Da) J Ofoieie = 7 ole a5) 
k 


epee 


y 1 
A (ls =D Qnlo’) yale) = = dle =e’ (23) 
k 
und daraus durch Vergleich mit der Vollstandigkeitsrelation 


Q:(0') = 2@ vale’) 
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Somit ist also 


Ruse, @) = 20 5 Mee veel i 
k=0 
oder, weil /,’— 1= ,2 — f,? 
Ryle, @') = 20 7 vee) weed 25) 
a= 0 0 


III. Konstruktion der Funktion K(x, y, bo Ps) 
Fir K ergibt sich nun 


+0 ioe) 


nm=—0O s=—I1,+1 k=0 
oder, nach Hees eehne der Summen 


2} y a fs ) fel’) eee 7) 


72, 
k=0 n=—k s=-—1, p 
Wie man sieht, besteht die s- caine nur aus zwei Gliedern, namlich fiir 
a —— und s— — 1. 
Zur Auswertung der m-Summe sei diese in folgender Form ange- 
schrieben 


io @) 


, f k! 2 19 € b) i 
Zp = DS} dilee) (0a) (og?) Ly (wo %) Lit («0 9") 
n=—k 


Fir K bleibt dann 


(1+s)2 
a) 4 
K= 00/2 g—wo!?/2 = 
2772 - Y oe bo? ~~ oe (1 = s)2 
k=0 s=—1,4+1 (0) iy 
4 
1 
= ig ely aati Ge 
= e e—%e/2 e—o"?/2 ye Zi - Po a Po+ 
2707 a : 1 
a 0 Fy ey RE 
Po — Po- 
Fir die pene Z, erhalt man nach einiger Rechnungt 
k! 
Dy (Vo 9 @ 9? ole" Ly" (w 9)» Ly" (w 0?) = 


— (kR+n)! 
= Voead cle—#) - L,(@ 0? +o 9% —2 loo? oo? ‘cos (p — g’)) 
was mit der Abkiirzung 


OF te 0 = 20 0. COS ia") = 


2 
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in der Form 
e~ 2/2 ei wee’ sin(p—9'). T, (wa) = VANS? ti ie wo!?/2 
geschrieben werden kann. Somit ergibt sich 

1 


» (——, 0 
@ = jee Ges! Soe eae 
= oa ’ Po ‘ 1 e oa/2T, (w a?) + et oe sin (p—¢g’) 
k=0 é p ees, 
0 = 


IV. Die Greensche Funktion G im Ortsraum 
Setzt man die in (28) angeschriebene Form fiir AK in (6) ein, so er- 


halt man 
+0 +00 
1 S(O aio tie = cane 
wee) ie tPo(Xo Vo) et Ps(%s Ys) « 


ied y, bo bs) = “% mi meas ot (w a?) 


0) ' 
fof apy Pee i (ee tPo(%o—Vo) « e? Ps(%3— Vs) 


72 
Ps — Po 


Hierin soll zunachst die f-Integration untersucht werden; wobei der 
Integrationsweg entsprechend Abb. 1 gewahlt wird, was der in der 
uantenelc shige yoanah meist beniitzten Funktion Gy (x, y), bzw. 
S,¢ (x, y) entspricht. 


[arene 0 Vo) ___ i ny at # eo tbe’ 41+ 1% — vol 
bo? er ; Ibo 4. | 
Ks folgt die p,-Integration® 
+ 0 
ni f dp. Ps( va 25 ilps $8 +4 ah. |to— ae 
— e? 3\%3— Vs, = 
- : 1V/b32 hs x2 fg 4 4 kl 
++ co 
s —x'f apy Seay ios (|Vb5? + x? oe © k| + |%q — Vol) 
a VPs? +? + 4m | 
box 


2 
| dp, obia=v) ) sin ( (V/s? +x +4whl- lv — ol) = 
2 2 
Ee Wes? + + 408 
TPH? (Vx? + doh VK — Yo)® = (Hy = 99)?) 
* H. Bateman, Tables of Integral Transforms. Vol. 1. New York 1954. 
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Hierin ist Hy) die HANKEL-Funktion zweiter Art und nullter Ordnung. 
Damit ist SchheBhich 


G(x, y) — Sao wae st L,( wa?) + 
(a (x? + 4 (k+1)- V(x) — yp)? a= yh 0 
0 Hy? (lx? + 4a: \/(% — 90) — (3 — Vs)?) 


(29) 


V. Die Greensche Funktion G im Impulsraum 


Die Impulsraumform ist definiert durch die FourrER-Transformation 


Cb.) = ani il dP e-H49 G(x, y) dbx dty (30) 


Setzt man hierin den durch (6) gegebenen Ausdruck fiir G(x, y) ein, so 
» erhalt man 


1 
G(p, 9) = d(bo — Po’) O(b3 — Ps’) O(%0 — fo) O(93 — Ps’) dpy aps’ - 
(22)? qt)? | ; 


aaiumalilieaeees {i 


-e-#P * id y K(x, y, Po, bs) 42x dy = a (Oz O\Po — %) 0(P3 — 93) ° 


fe ip x eigy K(x, y, Py; Pa) a" x dy (31) 


Einsetzen von K aus (28) liefert 


i 
(22)2 6(Po — %) O(P3 — 9s) ° 


| ax aX, dy, dys C= UP, %1 +1G, V1 — tps Xe +142 Ve « 


G(p,4q) = 


Sa 0 


fg Mat) Te ep [l(t = 4)? 4 (42 = Yo)" } 
Zur Auswertung des hierin enthaltenen Integrals 
fa AXy dy, dY5 e Pi HUG, Vi—t Po %_ +4 Jo V2 « ‘Cm [2 [4%,— 91)? + (%2—Vo)*] « 


se ate aye) Ty {w [(%4 Vy)? + (X5 Vo)? ]}} (32) 
wird die Substitution 


vigeere) eae ey 3 Noto Sako 
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durchgefiihrt : 
fe A%y AU, Atty e~ OAK? +4") Ly [ep (uy7 + Uy”) ] - 


ert Phin 40g, %— 1G, Uy —1 Py Ho +142 %a—1 Jo Uy « 


° eolry (33s) = Fe (4 —"Uq)) i aX, dX» du, dus ss 


Cam [2 (uy? +9") i is [ow (u,? _ Uy”) | + e—tm(bi— h) %_(P2— Go) « 


. Cm BN — 192g — 1, Uy — Xq Uy) — 


— fdeersninacrons f drgentoivar—om . 
. [ fas dus C7 tN — 1Go My» g— w/2(uy> +2”) Ly a) (u,? —— Ue”) | = 


== ame | f du duty O(p, — 91 + @ Up) O(fg — Fg — @ Uy) * 
“@ 1G Uy — 1 Gn Uy é 2 (uy* + Us") L, ) (u,? ae Uy”) | <= 


t 2 
= (20) e— 1/2 e[(b1 — a1)? + (be — 2)?) et/ (2192 — % Pe) . 
2 


-1,{2 {(b1 — 94)? + (be 705] 


G(p, ¢) = (8 wx4)1 6(py — qo) O(P3 — Gg) em U2 llr — a) + (Pa — 92)"1 gil (Pita — Pa) - 


S : mas 
5 Thy. 2 {(Py 94)” | (po 91) 3 | Po Po+ 
k=0 


bo? — po- 
Nun ist in G(f, g) nur mehr eine Summe enthalten, die sich aber hier, 
im Gegensatz zum Ortsraum, auch noch ausfiihren laBt. Mit den Ab- 
kiirzungen 


1 
{(P1 — %1)® + (bo — %q)*} = 2 


a3) 
by ps = ae —4w=b 
hat diese Summe die Form 


— §) Ee) y L,(2) 
a atibk bm gq 
k=0 k=0 Sat RB 


Hierfiir findet man den Wert4 


1 a a 


4 H. BATEMAN, Higher Transcendental Functions. Vol. 1. New York 1953. | 
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wobei die Funktion (a,c, x) mit der gebrauchlicheren WHITTACKER- 
Funktion in folgendem Zusammenhang steht: 


P(G;6, %) =e e128 W, (x) 
mit 
ee 1 
PTD 


Daher ist 
1 

vy. he ‘| = Cee W 1/2 — ajo, 0 (2) 
z 


und schlieBlich 


1 a\ et#l2 
Se = Wi2 ~ alb,0 (z) 
b b} |/z 
Somit erhalt man die gesuchte GREENsche Funktion G(p, qg) in ge- 
schlossener Form: 


G(p, g) = — (32 w*2*)—1 6(py — d) O(f3 — Yq) et OlPs 42 — Ps) - ) 
l = if 
: cE {(P1 — %1)? + (bo — 20| ; 
ps? — py +? (33) 
r( Lis +1] Peewee Uy (z) 0 
Pye Po |, 
0 r( 4a Ad es eo a (2) 
Anhang: 


Einheiten und Bezeichnungsweise 
Es wird das internationale MaBsystem verwendet (V, A, m, sek). Die Ele- 


mentarladung ist e = 1,602- 10-4 Asek. Die Elektronenladung ist —e. Die 
Masse des Elektrons ist durch 


gegeben, die PLrancKsche Konstante ist in diesen Einheiten 


h 
Ah = — = 1,054: 10-94 V A sek? 
22 
Die magnetische KraftfluBdichte B wird in Vsekm~? gemessen, die GréBe 
@ = e B/2h demnach in m7?. 
Die Metrik wird durch den Tensor 


1 i Roe xe 
Cnaes O18 50 
Sh ties | 10 = 0 
0 ee 


Acta Physica Austriaca. Bd. XII/3. 21 


| 
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bestimmt. Vierervektoren werden mit lateinischen Buchstaben bezeichnet. Ihr 


inneres Produkt ist 
Les 
ay, OH = 4p 09 — 4,63 — @ DB 


mit 
Ska 
a b=4a,b, + 4,0, 
Der Pfeil bezeichnet hier also Zweiervektoren. Ferner wurde die Bezeichnung 


0? 0? 


Aly = (in kartesischen Koordinaten) 
On" 0%" 
bzw. 
A a eee: (in Zylinderkoordinaten) 
= Be in inderkoordinaten 
P © 0% onde yoo ‘ 
verwendet. 
Fur die y-Einheiten wird die Darstellung 
0 0) 0 1 0 0 QO —-2 
0 0 1 0 0 1 0 
Vo y2 = 
OF 0 0 0 1 0 
—1 0 0 0 —1 0 0 0 
0 il 0 1 0 
0 0 QQ =i 0 
Wen o)0 
ail 0 0 0 0 0) eel 0 
0 1 0 0) 0 0 Oo — 
gewahlt. 
Die Diracsche 6-Funktion ist definiert durch 
+0 
5 ( ) : | ipx q4 
04(¥) = ——— e ( 
4 ms. p 
meme (OX) 
tT © 


Buchbesprechungen 


Radioisotope Laboratory Techniques. Von R. A. FarREs und B. H. Parks. Mit 
89 Textabb., XII, 244 S. London: G. Newnes Ltd. 1958. Geb. 25 s. 


Auf Grundlage des Lehrbetriebes in der Isotopenschule in Harwell geben die 
Autoren eine Einfiihrung in das praktische Arbeiten mit Radioisotopen. Sie haben 
bewuBt eine gewisse Unvollstandigkeit in Kauf genommen um den Anfanger 
nicht durch zuviele Fiir und Wider zu verwirren. Es ist den Verfassern gelungen, 
eine im besten Sinne populare und doch pragnante, gehaltvolle Darstellung zu 
geben. DaB das Werk stark durch die lokalen Verhaltnisse in Harwell beeinfluBt 
wurde, méchte der Referent nur als Vorteil werten. 

Die einleitenden Abschnitte iiber Kernphysik und Allgemeines iiber Isotopen 
sind elementar gehalten, aber durch praktisch aktuelle Angaben auch dem Fort- 
geschrittenen interessant. Von besonderem praktischen Interesse sind die Ab- 
schnitte tiber die Einrichtung von Laboratorien, tiiber Entseuchung und Hand- 
habung aktiven Mills. Die Abschnitte tber Auswahl von Apparaten und Fehler- 
beseitigung sind sehr lebendig und tiberzeugend gehalten. Die Einfihrung in die 
Elektronik 148t aber einen spiirbaren Abstand zu den aktuellen Anwendungen 
offen. Besonders gelungen ist der kurze Abschnitt tiber die Berechnung der Durch- 
fiihrbarkeit einer Anwendung (calculation of feasibility), den man, etwa unter 
Kiirzung des Kapitels tiber Statistik, erweitern sollte. Sonst wiirde aber jede 
Umfangserweiterung das Werk sich selbst untreu machen. Es kann allen Inter- 
essenten sehr empfohlen werden. L. BREITENHUBER, Graz 


Einfiihrung in die Me8technik der Kernstrahlung und die Anwendung der Radio- 
isotope. Von H. FassBENDER. Mit 142 Abb. und 15 Tab., XII, 223. S. Stuttgart: 
G. Thieme-Verlag. 1958. Geb. DM 37.50. 


Der bekannte Verfasser versucht durch Herausgabe des vorliegenden Werkes 
dem Mangel eines geeigneten Buches iiber die moderne StrahlungsmeBtechnik ab- 
zuhelfen. Dies ist in jeder Weise glanzend gelungen. Die meisten Anwendungen 
der Radioisotope beruhen ja im wesentlichen auf der StrahlungsmeBtechnik und 
man kann immer wieder feststellen, daB ihre Grundlagen zum gro6Bten Teil unbe- 
kannt sind. Da das Gebiet ungeheuer angewachsen ist, stellt die Auswahl natur- 
gemaB den Verfasser vor eine wichtige Entscheidung. Er muf3 das Wesentliche 
herausarbeiten, sich natiirlich auf die prinzipielle Wirkungsweise der Methode in 
erster Linie beschranken und die einzelnen Vor- und Nachteile der Fabrikate be- 
riicksichtigen. Hier ein richtiges Mittelma8 zu finden, ist naturgemaf die ent- 
scheidende Leistung. Dabei ist das ganze Gebiet noch nicht abgeschlossen, so daB 
der Leser gleichzeitig das Riistzeug an die Hand bekommen soll, sich in die Literatur 
einzuarbeiten und dabei sich auch zurechtzufinden. Dies ist nicht allein fiir den 
Physiker von Bedeutung, sondern fiir jeden, der sich mit der modernen Atomwissen- 
schaft befaBt. Hiezu gehéren naturgema8 auch der Mediziner, Ingenieur und 
schlieBlich auch unsere Studierenden. 

Das Buch zerfallt in vier Hauptabschnitte: Strahlungsdetektoren, Strahlungs- 
mefBgerate, Anwendung der StrahlungsmeBgerate und Radioisotope und schlief- 


2i* 
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lich Strahlenschutz. Es gelingt dem Verfasser, dem Leser durch eine gute Auswahl 
wichtiger Beispiele eine Vorstellung zu vermitteln, auf welchen Fachgebieten die 
Anwendung der Radioisotope heute schon unentbehrlich geworden sind. Der 
letzte Abschnitt iiber Strahlenschutz ist heute noch ganz besonders in der Ent- 
wicklung begriffen, so daB es schwierig ist, den komplizierten Stoff médglichst 
objektiv darzustellen. Auch das ist dem Verfasser vortrefflich gelungen. SchlieB- 
lich ist noch auf die sehr schéne Einleitung tiber atomphysikalische Grundlagen 
hingewiesen, ein Gebiet, das ja sicherlich schon in der, Literatur sehr oft behandelt 
wurde. Man sieht aber, daB trotzdem eine knappe und durchsichtige Darstellung 
in origineller Weise auch heute noch médglich ist. 

Sehr schéne Abbildungen und sehr iibersichtliche Tabellen sowie Literatur- 
sachverzeichnisse sorgen fiir die Vervollstandigung dieses sehr lesenswerten Buches. 

L. Hanke, Graz 


Electron Impact Phenomena and the Properties of Gaseous Ions. Von F. H. Fretp 
und J. L. FRANKLIN. (Pure and Applied Physics: Band 1.) Mit 30 Textabb., 
44 Tab., IX, 349 S. New York: Academic Press Inc. 1957. Geb. $ 8.50. 


Das Buch gibt eine Ubersicht iiber die seit 1930 durchgefiihrten Untersuchungen 
uber Entstehung und Eigenschaften von Ionen, die durch ElektronenstoB aus 
gasformigen Molekiilen gebildet werden. Namentlich fiir den auf dem Spezial- 
gebiet der Molekiilforschung arbeitenden Physiko-Chemiker dirfte die Zusammen- 
stellung von Interesse sein. Einem kurzen einleitenden Kapitel iiber Apparate 
und Methoden folgen Abschnitte, die fiir den nicht eingearbeiteten Leser wohl 
schwer verstandlich sein diirften, mit theoretischen Andeutungen und energe- 
tischen Betrachtungen betreffend die Ionen erzeugenden Elektronenst6Be. Ein 
Kapitel behandelt Erkenntnisse, die sich aus der Untersuchung der gebildeten 
Ionen mittels Massenspektrometer ergeben. Ein SchluBabschnitt behandelt 
Folgerungen aus den an Gasionen gewonnenen Erkenntnissen auf chemische 
Reaktionen. Der Anhang enthalt eine 79 Seiten umfassende Tabelle der kritischen 
Potentiale positiver und negativer lonen, sowie ein Verzeichnis von 534 Spezial- 
arbeiten. A. SzEKELY, Graz 


Handbuch der Physik — Encyclopedia of Physies. Herausgegeben von S. FLUGGE. 
Band XXXIV: Korpuskeln und Strahlung in Materie II. Mit 213 
Textabb., VIII, 316 S. Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1958. 
Geb. DM 78.—, Subskr.-Preis DM 62.40. ; 


Der vorliegende Band XX XIV/II des Handbuches der Physik befaBt sich mit 
Korpuskeln und Strahlung in Materie. Der erste Artikel, der den Durchgang lang- 
samer Elektronen und Ionen durch Gase behandelt, stammt von R. KoLiLatH. 
Er zerfallt in zwei Abschnitte, von denen der erste den Elektronen, der zweite 
den Ionen gewidmet ist. In iibersichtlicher Weise behandelt jeder dieser Abschnitte 
zuerst die historische Entwicklung, gibt dann eine summarische Zusammenfassung 
aller StoBvorgange und hierauf eine Untersuchung gewisser StoBvorgange. Die 
wichtigsten Bezeichnungen sowie experimentellen Anordnungen werden klar er- 
lautert und an Hand von iibersichtlichen Tabellen und Kurvenmaterial diskutiert. 

Der zweite Artikel behandelt den Durchgang schneller Elektronen durch 
Materie und stammt aus der Feder von R. D. Brrxuorr. Der Verfasser erértert 
zuerst die St6Be freier Elektronen und die hiezu notwendigen Apparaturen. Hier 
ist auch die quantenmechanische Theorie fiir Positron-ElektronstéBe zu finden 


die bekanntlich von BHABHA stammt. Auch die Messung von Elektronen in Materie | 
wird im Anschlu8 an die beriihmte Arbeit von N. Bour zusammengestellt, wobei | 
der relativistischen Theorie ebenfalls Rechnung getragen wurde. Hier wurde auch | 
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auf den wichtigen CERENKOyv-, wie auch auf den Dichteeffekt nicht vergessen, 
deren Wirkung in ausfiihrlichen Tabellen zusammengefaBt wurde. Infolge der 
Fille des Stoffes sah sich der Referent gezwungen, sich auf eine Auswahl zu be- 
schranken. Hier sei besonders auf den sehr lesenswerten Abschnitt iiber Kern- 
streuung hingewiesen, der die wichtigsten Funktionen fiir die Berechnung des 
Streuquerschnittes in ausfiihrlichen Tabellen und Kurven bringt. 

Die restlichen Abschnitte behandeln die Erzeugung von Roéntgenstrahlen durch 
schwere geladene Partikeln, den Energieverlust von geladenen Partikeln in Materie 
und den Compron-Effekt. Auch dieser Band entspricht dem hohen Niveau des 
Handbuches und fiigt sich wiirdig in die Reihe der bisher erschienenen Bande ein. 

P. URBAN, Graz 


Handbuch der Physik — Encyclopedia of Physics. Herausgegeben von S. FLicce. 
Band XVI: Elektrische Felder und Wellen. Mit 364 Textabb., VII, 753 S. 
Berlin-Gottingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1958. Geb. DM 158.—, Subskr.- 
Preis DM 126.40. 


Dieser Band des Handbuches umfaBt fiinf groBe Abschnitte, von denen nur der 
erste in deutscher, die iibrigen in englischer Sprache gehalten sind. Der erste Teil 
stammt von Dr. Ing. G. WEnpT und behandelt statische Felder und stationare 
Stréme. Die Prinzipien der Elektrizitat und des Magnetismus werden voraus- 
gesetzt. An der Spitze steht lediglich ein Kapitel, das in gedrangter Form eine 
Ubersicht iiber die FeldgréBen und ihre Zusammenhange bringt, so daB im weiteren 
ganz allgemein vorgegangen werden kann. Besonderer Wert ist auf die Berechnung 
der einzelnen FeldgréBen in speziellen Feldkonfigurationen gelegt, wobei zunachst 
die Berechnungsmethoden zusammenfassend dargestellt und anschlieBend ihre An- 
wendungen, geordnet nach zwei- und dreidimensionalen Problemen gebracht 
werden. Den Abschlu8 dieses Abschnittes bildet ein Kapitel tiber numerische, 
graphische und experimentelle Feldbestimmungen. Die Darstellungsweise ist 
knapp, aber klar, so daB auf dem zur Verfiigung stehenden Raum relativ viel Stoff 
untergebracht werden konnte, ohne die Verstandlichkeit zu beeintrachtigen, was 
ja gerade bei einem Handbuch anzustreben ist. 

Der zweite Teil, verfaBt von Prof. Dr. Ronatp W. P. KING, schlie8t sachlich 
an den ersten an und ist den quasistationéaren und nichtstationaren Stromen ge- 
widmet. An eine kurze Darstellung der Grundziige der Theorie des Elektromagnetis- 
mus schlieBt sich die Behandlung verschiedener Stromkreise mit ihren inneren und 
A4uBeren Feldern, wobei besonders der Skineffekt in Leitern und Kondensatoren 
sowie gekoppelte Kreise ausfiihrlich besprochen werden. Es folgen Kapitel tiber 
,, ltansmission — line theory’‘ und Antennenprobleme, zwei Gebiete, die in neuerer 
Zeit groBe praktische Bedeutung gewonnen haben, deren Behandlung im Rahmen 
eines allgemein-physikalischen Handbuches jedoch gewisse Grenzen gesetzt sind. 

Prof. Dr. F. E. Borenis und Prof. Dr. C. H. Papas zeichnen fiir den folgenden 
Abschnitt iiber elektromagnetische Wellenleiter und Resonatoren verantwortlich. 
Wer sich mit Mikrowellentechnik befaBt, findet hier eine ausgezeichnete Zusammen- 
fassung seines Interessengebietes. Der Artikel bringt zuerst die allgemeinen Ge- 
sichtspunkte einer Theorie der Wellenleiter und geht dann auf die verschiedenen 
Leiterformen ein. Ein eigenes Kapitel befaBt sich mit den Wellenleiter-Ver- 
bindungen, ein weiteres mit Hohlraum-Resonatoren. 

Es folgt ein Abschnitt von Dr. H. BREMMER uber die Fortpflanzung elektro- 
magnetischer Wellen. Besondere Erwahnung verdient hier ein Unterabschnitt tiber 
Linsen fiir Mikrowellen. Weitere Kapitel tber die Fortpflanzung von Radiowellen 
in der Atmosphare unter verschiedenen Bedingungen diirften in weiten Kreisen 
Interesse finden. 
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Dispersion und Absorption elektromagnetischer Wellen werden schlieBlich im 
letzten Abschnitt von Dr. L. HartsHorn und Dr. J. A. SAxtToN behandelt. Er 
enthalt im wesentlichen eine Beschreibung der experimentellen Hilfsmittel zur Be- 
stimmung des Verhaltens dielektrischer Materie im elektromagnetischen Feld, also 
fiir die Messung der komplexen Dielektrizitatskonstanten, bzw. daraus abgeleiteter 
GroBen. Zahlreiche MeBmethoden werden beschrieben und theoretisch untersucht. 
Der Praktiker diirfte hier manche wertvolle Auskunft erhalten. 

Der vorliegende Band des Handbuches der Physik reiht sich wiirdig den bereits 
erschienenen Banden an, kann aber sicherlich auch fiir sich allein ein wertvoller 
Behelf bei einschlagigen Arbeiten sein. L. HANKE, Graz 


Lehrbuch der Kernphysik. Band I: Experimentelle Verfahren. Herausge- 
geben von G. Hertz. Mit 139 Textabb., 227 S. Leipzig: B. G. Teubner Verlags- 
gesellschaft. 1958. Geb. DM 15.—. 


Die fortschreitende Entwicklung der Kernphysik verlangt immer wieder aufs 


neue die Ausbildung einer groBen Zahl von Nachwuchskraften, so daB das vor~ 


liegende Werk vor allem in dieser Hinsicht als Hilfsmittel in Betracht kommt. 
Der erste Band, Experimentelle Verfahren, behandelt vor allem die MeBverfahren 
inklusive der Massenspektroskopie und die Einrichtung zur Erzeugung hoch- 
energetischer Teilchen. Als Vorkenntnisse werden nur die notwendigen Begriffe 
der Physik vorausgesetzt, soweit sie den Experimentatoren gelaufig sind. Die 
einzelnen Gebiete werden in sehr wbersichtlicher Weise klar dargestellt und durch 
sorgfaltige Zeichnungen und Tabellen erganzt. Ein ausfiihrliches Literaturver- 
zeichnis sorgt fiir die entsprechende Vertiefung des Eindringens in die moderne 
Kernphysik. P. URBAN, Graz 


Wellen. Ein Lehrbuch der theoretischen Physik. Von W. Macke. Mit 160 Textabb., 
XII, 465 S. Leipzig: Akademische Verlagsgesellschaft Geest und Portig. 1958. 
Geb. DM 29,50. 

Das Buch Wellen stellt den ersten Band einer lehrreichen Buchreihe iiber 
theoretische Physik dar. Wie aus dem Vorwort zu entnehmen ist, wurde die 
Unterteilung der Physik auf Grund der gegenwartigen Ereignisse reformiert. Das 
Werk soll als Lehrbuch fiir den Theoretiker und Experimentalphysiker dienen, 
aber auch fiir den angehenden Techniker und Ingenieur lesbar sein. Die mathe- 
matischen Voraussetzungen beschranken sich auf eine gewisse Vertrautheit mit der 
Differential- und Integralrechnung. Dabei wurde bewu8t auf mathematische 
Strenge verzichtet, um die physikalische Fragestellung besser herauszuarbeiten 
und sich nicht in Nebensachlichkeiten zu verlieren. Besonders sei auf die Be- 
merkung des Verfassers hingewiesen, da® das Studium eines solchen Buches nur 
mit dem Bleistift in der Hand erfolgen kann, eine Bemerkung, die nicht allein fiir 
dieses Werk, sondern wohl fiir das Studium eines jeden Werkes tiber theoretische 
Physik Giiltigkeit besitzt. Dabei sei auch noch auf die recht instruktiven Ubungs- 
aufgaben hingewiesen, die nicht allein das Einarbeiten in den Stoff verbessern, 
sondern auch zur Vervollstandigung des Textes dienen sollen. Aus der Fiille des 
verarbeiteten Stoffes sei besonders auf die hiibsche Darstellung der Fourterschen 
Reihe hingewiesen, die ausgiebig von der Delta-Funktion Gebrauch macht, ferner 
auf das Kapitel V, Strahlen (kurze Wellen), welches eine sehr iibersichtliche Dar- 
stellung der Abbildung bringt. Der Abschnitt 9, der der systematischen Wellen- 
theorie gewidmet ist, bringt an Hand der vierdimensionalen Vektorrechnung eine 
gute Einfiihrung in die Feldtheorie. Ein iibersichtliches Verzeichnis der ver- 
wendeten Formelzeichen und ein Sach- und Namenverzeichnis sowie ein Literatur- 
verzeichnis vervollstandigen: dieses sehr empfehlenswerte Lehrbuch. 


P. UrBan, Graz 
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Ferroelectricity in Crystals. Von HELEN D. Mrecaw. Mit 68 Textabb., XI, 220 S. 
London: Methuen & Co. Ltd. 1957. Geb. 27s. 6 d. 

Das relativ junge Gebiet der Ferroelektrizitat ist nur in wenigen zusammen- 
fassenden Darstellungen behandelt worden. Es ist daher sehr zu begriiBen, daB 
die Verfasserin trotz der noch sehr im Flu8 befindlichen Entwicklung einen Be- 
richt iiber den derzeitigen Stand gibt. Durch eine verschiedene Wahl des Schwer- 
punktes gegeniiber den bisher erschienenen Monographien, wie jene von SACHSE 
und JAYNES, ist eine sehr gute Erganzung geschaffen worden. Das Thema wird 
vom strukturphysikalischen Standpunkt behandelt, wobei die Darstellung der 
experimentellen Tatsachen entsprechend der gegenwartigen Lage iiber die Theorien 
dominiert, die nur ein Drittel des Umfanges beanspruchen. Das experimentelle 
Material erscheint im Vergleich zu alteren Darstellungen merklich erweitert, was 
sich unter anderem auch auf den durchgemessenen Temperaturbereich bezieht. 
Die Erscheinungen in polykristallinen Keramiken sind nur wenig beriicksichtigt 
worden, wie tiberhaupt die technischen Probleme dem Titel des Buches entsprechend 
hinter den Grundlagenfragen zuriicktreten. Am SchluB des Buches sind die im 
Textteil beniitzten kristallographischen Begriffe und Bezeichnungen alphabetisch 
zusammengestellt, sind aber wohl nur dem bereits damit Vertrauten als Riick- 
erinnerung brauchbar. Die jedem Kapitel angefiihrte Literatur ist bis Mitte 1955 
beriicksichtigt. Die Stoffeinteilung: Introduction (19 S.), Rochelle Salt (15 S.), 
The Tetragonal Phosphates (23 S.), Barium Titanate (25 S.), The Perovskite 
Family (41 S.), Discussion of Distorted Perovskite Structures (11 S.), Miscellaneous 
Structures (25 S.), Theories of Ferroelectricity: The Phenomenological Approach 
(15 S.), Model Theories: General Background (12 S.), Model Theories: Particular 
Applications (24 S.), Appendix: Glossary of Crystallographic Terms (8 S.). 

L. BREITENHUBER, Graz 


Nuclear Masses and their Determination. Proceedings of the Conference held in 
the ,,Max-Planck-Institut fiir Chemie‘‘ Mainz, 10—12 July 1956. Herausge- 
geben von H. HINTENBERGER. Mit zahlreichen Textabb., IX, 267 S. London- 
New York-Paris-Los Angeles: Pergamon Press. 1957. Geb. 84 s. 

Im vorliegenden Buch hat Prof. H. HINTENBERGER die Vortrage, die auf der 
Tagung iiber Kernmassen und ihre Bestimmung in Mainz zu Ehren von Prof. 
Mattaucu gehalten wurden, herausgegeben. Eine iiberaus anerkennenswerte Tat. 
Denn diese Tagung vereinte ziemlich alle Autoritaten der mit dem Thema in un- 
mittelbarem Zusammenhang stehenden Gebiete zur Diskussion in Mainz. Durch 
die in das Buch mit aufgenommenen Diskussionen wird dieses noch besonders be- 
reichert. Auch die in den Vortragen verarbeitete umfangreiche Literatur ist voll- 
standig zitiert. 

Nun zum Inhalt des Werkes. Eréffnet wird es mit einem kurzen, aber genau 
und iibersichtlich gehaltenen Uberblick iiber den Stand der Forschung auf dem 
Gebiet der Kernmassen. Es werden die einzelnen Methoden beziiglich ihrer bis- 
herigen Leistungsfahigkeit abgeschatzt und die noch bestehenden Schwierigkeiten 
aufgezeigt. Darauf folgen in kiirzeren oder langeren Beitragen die einzelnen 
Themengruppen: Atommassen und Kernstruktur, Ergebnisse der Massenspektro- 
skopie, Massenbestimmung mit Hilfe Q-Werte der Kernreaktionen, Vergleiche der 
Ergebnisse beider Methoden und Untersuchungen mit Hilfe der Mikrowellen- 
spektroskopie. Bei jeder der Untersuchungsmethoden liegen zahlreiche Ver- 
besserungen friiherer MeBergebnisse vor, bedingt durch instrumentelle und 
methodische Fortschritte. Ausgedehntes Zahlenmaterial gestattet iibersichtliche 
Vergleiche. Den AbschluB bilden Berichte tiber zur Zeit der Tagung aktuelle 
apparative Fortschritte auf dem Gebiet vor allem der Spektrometer. 
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Zusammenfassend kann man sagen, da8 bis auf einige Beitrage, etwa tiber die 
Bestimmung der Q-Werte oder iiber die Beitrage der Mikrowellenspektroskopie zur 
Massenbestimmung, sich das Buch ausschlieBlich an den Fachmann auf dem 
Gebiet der Kernmassenuntersuchungen richtet, fiir inn aber von besonderer Be- 
deutung ist. N. PUCKER, Graz 


Elektronik freier Raumladungen. Von F. OLLENDORFF. (Technische Elektro- 
dynamik: Band II/2.) Mit 240 Textabb., XII, 620 S. Wien: Springer-Verlag. 
1957. Geb. S 588.—, DM 98.—, $ 23.35 sfr. 100.30. 


Der eben erschienene Band II, Teil 2, behandelt jenen Teil der inneren Elek- 
tronik der den freien Raumladungen gewidmet ist. Er bringt dieses heute ziemlich 
abgeschlossene Gebiet in systematischer Darstellung, wobei zahlreiche unver- 
offentlichte Untersuchungen des Verfassers beriicksichtigt wurden. Die Heraus- 
gabe dieses Bandes stellt wegen der enormen vorhandenen Literatur den Verfasser 
vor die schwierige Aufgabe, nicht allein das vorliegende Material zu studieren und 
zu sichten, sondern auch alles auf einen Nenner zu bringen, stark eingebiirgerte 
Fehler zu bereinigen und alles von einem einheitlichen Gesichtspunkt aus zu be- 
handeln. Aus der Fille des Gebotenen sei besonders auf die Einfihrung der 
GrREENsSchen-Funktion der Triode hingewiesen, welche eine sehr durchsichtige Dar- 
stellung des Durchgriffes gestattet, die vereinfachte Behandlung der Elektronen- 
bahnen in der Gitterzone und vieles andere mehr. Eine zentrale Stellung nimmt 
natiirlich die Theorie der Raumladungsschwingungen ein, an welche sich eine Uber- 
sicht liber magnetische und elektromagnetisch gesteuerte Raumladungsfelder an- 
schhieBt. Diese Darstellung bringt alles Wissenswerte in iibersichtlicher und ver- 
standlicher Form und beriicksichtigt alle neueren Arbeiten auf diesem Gebiete, 
wie beispielsweise die Laufzeittheorie von H. W. Konic. Ein Verzeichnis der 
wichtigsten benutzten mathematischen FormelgréBen und eine sehr ausfiihrliche 
Literaturtibersicht vervollkommen das in jeder Weise empfehlenswerte Werk. 

P. URBAN, Graz 


Kinfiihrung in die Theorie der Elektronenoptik. Von J. Picnt. Zweite erweiterte 
Auflage. Mit 70 Textabb., 274 S. Leipzig: J. A. Barth-Verlag. 1957. 


Im einleitenden Kapitel wird der Verlauf der Elektronen in elektrisch-magne- 
tischen Feldern vom korpuskularen Standpunkt aus untersucht. Daran an- 
schlieBend erfolgt die Einfiihrung der Materiewellen und der ihre Ausbreitung be- 
stimmenden GréBen. Es werden dann auf der Grundlage des FeRmatschen Prin- 
zips die Differentialgleichungen der Elektronenoptik abgeleitet, aus denen die 
Elektronenbahnen in beliebigen, sowie in spezialisierten zwei- und dreidimen- 
sionalen Feldern folgen. Sodann werden die abbildenden sowie ablenkenden An- 
ordnungen der Elektronenoptik in ihren Grundlagen besprochen und die Ab- 
bildungsfehler eingehend diskutiert. Das Buch schlie8t mit einem Kapitel, in dem 
die wellen- und beugungstheoretische Behandlung der elektronenoptischen Ab- 
bildung kurz skizziert wird. — Dem Charakter einer , Einfiihrung“’ entsprechend 
werden in dem Buch die mathematischen und gedanklichen Uberlegungen nur so- 
weit durchgefiihrt, wie es zum Verstandnis der theoretischen Zusammenhange 
notwendig ist. Leider sind Literaturhinweise, die fiir ein tieferes Eindringen 


wiinschenswert waren, und Hinweise auf experimentelle Bestatigungen, die heute | 
in viel gréBerem Umfange vorliegen als zur Zeit der Niederschrift der ersten Auf- | 


lage, in nur geringem Mafe in die Neuauflage aufgenommen worden. Dennoch 


theoretische Elektronenoptik Eindringenden gute Dienste leisten. 
R. Haerer, Vaduz/Liechtenstein 


at 


als eine erste, relativ kurz gefaBte Einfiihrung diirfte das Buch dem neu in die 


— 
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Physikalische Abhandlungen und Vortriige. Von M. Prancx. In drei Banden. 

1. Auflage. 1920 S. Braunschweig: F. Vieweg & Sohn. 1958. Geb. DM 150.—. 

Der Verband physikalischer Gesellschaften und die Max-PLancxK-Gesellschaft 
zur Forderung der Wissenschaften hat aus AnlaB® des 100. Geburtstages von Max 
PLANCK seine physikalischen Abhandlungen und Vortrage in drei Banden heraus- 
gegeben. Es braucht wohl nicht erst betont zu werden, daB die Méglichkeit alles 
von PLANCK Geschriebene im Urtext nachlesen zu kénnen, das Andenken dieses 
bedeutenden Gelehrten besser ehrt, als alle Statuen und Biisten des Verewigten. 
Die Durchfiihrung dieses Vorhabens verlangte die Bildung eines entsprechenden 
Redaktionskomitees, das sich aus DrETRICH HAHN, Max von LAvE und WILHELM 
WESTPHAL zusammensetzte. Diesem Redaktionskomitee gebiihrt in erster Linie 
der Dank aller Physiker, welche nunmehr die Méglichkeit haben, Abhandlungen 
und Vortrage PLANcks nachlesen zu kénnen. Die Durchfiihrung des Unternehmens 
wurde zum gr6é8ten Teil photomechanisch vollzogen, was den Vorteil bietet, daB 
neue Druckfehler vermieden sind, wenngleich das Satzbild ein wenig unregelmabig 
geworden ist. Die Bande 1] und 2 enthalten zeitlich geordnet seine Dissertations- 
und Habilitationsschrift, sowie 119 in verschiedenen Zeitschriften erschienene Ab- 
handlungen physikalischen und physikalisch-chemischen Inhaltes. Unberiick- 


' sichtigt blieb was in seinen Lehrbiichern steht, das hei®t seiner fiinfbandigen ,, Ein- 


fihrung in die theoretische Physik‘, seinen ,, Vorlesungen tiber Thermodynamik ‘‘ 
und seine ,, Vorlesungen tiber die Theorie der Warmestrahlung“‘. Besonders schén 
ist durch diese Anordnung der Werdegang PLancKs wiedergegeben, der sich aus 
einem Thermodynamiker zu einer wahrhaft universellen Forscherpersénlichkeit 
entwickelt hat. Von 1897 an befaBte er sich mit der Energieverteilung im Spektrum 
der Hohlraumstreuung und kam nach mancherlei Irrwegen 1900 zu seinem be- 
ruhmten Strahlungsgesetz, das den Ausgangspunkt fiir die Entwicklung der 
Quantentheorie gebildet hat. Der Referent ist auBerstande alle Arbeiten PLANCKS 
im einzelnen zu behandeln. Der dritte Band weicht in seinem Charakter von den 
ersten zwei Banden ab und enthalt Vortrage und Anordnungen verschiedener Ver- 
6ffentlichungen tiber grundsatzliche Fragen, die sich an ein breiteres Publikum 
wenden. Man findet dort auch seinen Nobelvortrag unter der Nummer 132. 
PLANCK ist besonders in seinen letzten Jahren von der Auffassung ausgegangen, 
da8 ein Gelehrter seine Wissenschaft zur weiteren Geistesentwicklung seines 
Volkes, ja der Menschheit tiberhaupt heranziehen soll. Im dritten Band findet man 
auch die Wiirdigung zeitgendssischer gelehrter Physiker. Dieser Teil bietet Ein- 
blick in die Geschichte der Physik, und vervollstandigt das Bild der Persénlichkeit 
Priancks selbst. Seine Ausfiihrungen haben auch heute noch fiir uns die gr6Bte Be- 
deutung und wird diese Sammlung im Hause jedes Physikers einen ehrenden und 
bleibenden Platz einnehmen. P. URBAN, Graz 


Einfiihrung in die geometrische und physikalische Kristallographie und in deren 
Arbeitsmethoden. Von F. Raaz und H. Tertscu. Dritte, wesentlich erweiterte 
Auflage. Mit 384 Textabb., XII, 367 S. Wien: Springer-Verlag. 1958. 
Geb. S 288.—, DM 48.—, $ 11.45, sfr. 49.10. 

Der ersten Auflage (Springer, Wien 1939) folgte ein praktisch unveranderter 
Abdruck als zweite Auflage (Springer, Wien 1951). Die jetzt vorliegende dritte 
Auflage wird von den beiden Autoren als wesentlich erweiterte Auflage herausge- 
bracht. Die beiden Autoren legen Wert darauf, im Vorwort festzustellen, da& 
auch die umfangliche Erweiterung des nun gebrachten Stoffes von den gleichen 
Gesichtspunkten aus behandelt wird, die schon fiir die ersten Auflagen maBgebend 
waren. So soll es sich vorwiegend um einen Lehrbehelf handeln, der als Ein- 
fiihrung in die praktische Arbeit dienen kann. 
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Die Besprechung des vorliegenden Buches kann sich besonders auf diese um- 
fanglichen Erweiterungen beschranken, da die anderen Teile, aus den beiden ersten 
Auflagen iibernommen, in der Fachliteratur schon seinerzeit mehrfach besprochen 
wurden. 

Jeder der beiden Autoren bearbeitet einen der beiden Teile, in die das Buch zer- 
fallt. Der erste Teil von F. Raaz hat nun 202 Seiten gegeniiber 123 Seiten der 
ersten Auflage. Die morphologische Kristallographie ist mit einigen Erganzungen 
(wie z. B. tiber Komplikationsregel, Atzfiguren, Kristalltracht) iibernommen. 
Ebenso sind die HrrmManNnN-Maucuinschen Kristallklassenbezeichnungen — be- 
sprochen. Hier sowie auch bei der Darstellung der Bravarsschen Gitter ware 
vielleicht ein engerer Anschlu8B an die Bezeichnungsweisen der International Tables, 
7952 wiinschenswert gewesen. Fast véllig neu sind die Abschnitte XI bis XIX 
(Kristallographie des Diskontinuums, ErschlieBung der Kristallstruktur). Diese 
Abschnitte folgen in der Darlegung des Stoffes der historischen Entwicklung der 
Strukturerkenntnisse, ein Weg, der dem, der in die Materie eingefiihrt werden soll, 
durchaus empfohlen werden kann. Allerdings méchte der Referent bezweifeln, ob 
von dem Studierenden wirklich alle gebrachten Details (z. B. Berechnung des 
Strukturfaktors) erfaBt werden k6nnen. 

Der zweite Teil von H. TERTScH umfaBt jetzt 154 Seiten gegeniiber 85 Seiten 
der ersten Auflagen. Die Optik der nicht absorbierenden Kristalle ist, abgesehen von 
wenigen Erganzungen (z. B. Besprechung von JELLEYs Muikrorefraktometer, 
Drehkompensatoren), aus den ersten Auflagen wiederholt. Neu sind Abschnitte 
uber die Optik stark absorbierender Kristalle, Kristalloptik und Feinbau, Lu- 
mineszenz und Verfarbung. Auch hier hegt das Schwergewicht auf einer Ein- 
fiihrung in das praktische Arbeiten mit dem Auflichtmikroskop. Weitere neue 
Kapitel tiber Festigkeitserscheinungen (Elastizitat, Plastizitat, Spaltbarkeit, Harte, 
Schlag- und Druckfiguren), ferner tber das Warmeverhalten, elektrische und 
magnetische Verhalten der Kristalle sowie tiber das spezifische Gewicht werden ge- 
bracht. In diesem Rahmen soll darauf hingewiesen werden, daB einerseits das vor- 
wiegende Interesse des Autors der Darstellung von Tatsachen gilt, anderseits auch 
die Praxis zu Wort kommt, z. B. die Trennung von Mineralgemischen; theore- 
tische Uberlegungen werden nur gestreift. 

Das vorliegende Buch wendet sich vorwiegend als Einfiihrungsbuch an jene, 
die praktisch mineralogisch, besonders auf kristallographischem und _kristall- 
optischem Gebiet arbeiten. Ein Einfiihrungsbuch fiir diesen Interessenkreis zu 
schreiben, ist den Autoren in dankenswerter Weise gelungen. 

H. HeEritscH, Graz 


Reports on Progress in Physies. Band XX (1957). Herausgegeben von A. C. 
STICKLAND., Mit zahlreichen Textabb., IV, 568 S. London: The Physical 
Society. 1957. —50 s, 

Wie seine Vorganger ist auch dieser Band eine Fundgrube aktuellen physi- 
kalischen Wissens. Er enthalt neun Ubersichtsartikel, die keinen direkten Zu- 


sammenhang untereinander aufweisen. Angesichts dieser Tatsache erscheint es 
notwendig, sie einzeln in der Reihenfolge des Auftretens im Bande zu referieren. 


1. The Theory of Plasma Oscillations in Metals (S. Raimes). 

Die den seit langer Zeit bekannten Plasmaschwingungen in Gasentladungen 
entsprechenden kollektiven Bewegungen des Elektronengases in Metallen werden 
von der Seite der elementaren CouLomB-Wechselwirkungen von Elektronen in 
einem Metallgitter verstandlich gemacht. Nach diesen im wesentlichen auf 
SOMMERFELD, HARTREE und Fock zuriickgehenden Ansatzen wird eine klassische 
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Theorie der Plasmaschwingungen angefiihrt, die schon die wichtigsten qualitativen 
Ziige des Phanomens erfaBt. So kann bereits auf dieser Grundlage eine untere 
Grenze fiir die Wellenlange der Plasmaschwingungen angegeben werden. An- 
schleBend wird diese Theorie quantisiert. Der zweite Teil des Artikels befaBt sich 
in tibersichtlicher Form mit den Verfeinerungen der Theorie durch Boum und 
Pines. Von den Anwendungen wird die Berechnung des Energieverlustes schneller 
Elektronen in Metallfolien besprochen. 

2. The Theory of Liquid *He (J. Wilks). 

Der Artikel befaBt sich fast ausschlieBlich mit der Theorie des fliissigen 
Heliums-II, also der Fliissigkeit, an der die Erscheinungen der Superfluiditat fest- 
gestellt wurden. Die erfolgreichen Vorstellungen von Lanpau und FEYNMAN 
werden mehr in textmaBiger als formelmaBiger Weise pradsentiert und mit ihrer 
Hilfe gelingt eine Erklarung fast aller vorher so paradox anmutenden Aspekte der 
Superfluiditat. Der Artikel ist leicht zu lesen und kann sehr als Einfiihrung in 
dieses hochinteressante Gebiet empfohlen werden. 

3. High Energy Protons (A. E. Taylor). 

Die neueren Experimente mit Protonen bei Energien tiber 100 MeV werden in 
diesem verhaltnismaBig kurzen Bericht in zwei Gruppen zusammengefaBt: Einer- 
seits die Proton-Proton-Streuexperimente, fiir die nun besonders unter 400 MeV 
und auch fiir polarisierte Protonenstrahlen schon gentigend experimentelles 
Material gesammelt wurde, das es erméglicht, mit Hilfe von Phasenverschiebungs- 
analysen die gewiinschten kernphysikalischen Parameter zu erhalten, anderer- 
seits die Streuung von Protonen an Kernen, die vor allem iiber das optische Modell 
Informationen iiber die Kernstruktur liefert. Besonderes Augenmerk wird auf die 
Ergebnisse mit polarisierten Strahlen und die Bestatigung von Spin-Bahn-Wechsel- 
wirkungen gelegt. Die Versuche mit Protonen hdchster Energie und ihre auf- 
sehenerregenden Ergebnisse (Mesonen- und Antibaryonenproduktion) werden nur 
kurz behandelt. 

4. Theories of Collective Behavior (D. ter Haar). 

Dieser ausgezeichnete Ubersichtsartikel betont die formale Ahnlichkeit aller 
jener Gebiete der modernen Physik, in denen man es mit einer gleichzeitigen und 
gemeinsamen Bewegung vieler Teilchen zu tun hat. Die Einleitung zeigt in 
klassischer Scharfe und Klarheit, warum es méglich ist, physikalisch so verschiedene 
Phanomene mit einem in seinen Grundziigen einheitlichen Formalismus zu _be- 
handeln. Ein kurzer allgemeiner Abschnitt gibt dann die quantenmechanischen 
und statistischen Methoden an, mit denen man ein System vieler wechselwirkender 
Teilchen beschreiben kann. Daran schlieBen sich fiinf kurze Kapitel, in denen die 
wichtigsten Ansatze zur Behandlung speziell interessierender Probleme der Kol- 


- lektivbewegung von Teilchen oder Pseudoteilchen gebracht werden. 


5. K-Mesons and Hyperons. Their Strong and Weak Interactions. (Rk. H. 
Dalitz.) 

Auf kaum einem Gebiet ist es schwieriger, zur Zeit einen klaren Ubersichts- 
artikel zu schreiben. Trotzdem hat man beim Lesen dieses Referates das Gefiihl, 


- daB die wesentlichen Ziige der Mesonenphysik bereits vorliegen, soweit man die 


experimentell-phanomenologische Seite in Betracht zieht. Das GELi-Mann- 
NisHIsHima-Schema hat sich als Ordnungsprinzip widerspruchslos bewahrt, und 
das Gebiet lieB sich erst dadurch in einer so kompakten Form zusammenfassen, wie 
sie dieser ausgezeichnete Artikel darbietet. Ein erst bei der Korrektur geschrie- 
bener Anhang iiber die Nichterhaltung der Paritat bei schwachen Wechselwir- 
kungen und die sich fiir K-Meson- und Hyperonphanomene ergebenden Fol- 
gerungen bringt den Artikel auf den Stand von 1957, 
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6. Microwave Properties of Solids (D. M. S. Bagguley and J. Owen). 

Dieser Bericht betrifft die Anwendungen magnetischer Resonanzmethoden zur 
Erforschung von Fehlstellen und Lagebestimmung von Verunreinigungen in Fest- 
kérpern, Spinresonanzmethoden zur Feststellung von Leitungselektronen und 
Arbeiten iiber ferro-, ferri- und antiferromagnetischen Materialien, bei denen 
magnetische Resonanzmethoden verwendet wurden. Daneben wird auch ein Uber- 
blick iiber das Gebiet der Mikrowellenabsorption in Leitern bei tiefen Temperaturen _ 
und die Zyklotronresonanzen in Halbleitern gegeben. Der Stil der Autoren betont — 
die enge Verkniipfung von theoretischem und experimentellem Wissen und macht ~ 
den Ubersichtsartikel auch in didaktischer Hinsicht zu einem wertvollen Beitrag. 

7. A Review of the Methods of High-Speed Photography (J. S. Courtney-Pratt). 

Als vornehmlicher Einteilungsgesichtspunkt dient dem Autor die Art des Auf- 
nahmegerates. Schon bei fliichtiger Durchsicht des reich bebilderten Artikels ist 
man beeindruckt von den Weiterentwicklungen der Aufnahmetechnik. Photo- 
graphie bei kiirzesten Expositionszeiten bis zu 10® Sekunden wird méglich durch 
Kameras mit rotierenden Spiegeln. Eine intermittierende Filmbewegung gestattet 
300 Bilder pro Sekunde, kontinuierliche Bewegung bis zu 10 000 Bilder pro Sekunde 
bei entsprechend kleiner Belichtungszeit. Mechanische, optische und elektronische 
Verschliisse bei Vielfachkameras erméglichen sogar noch Bildfolgen von 10° bis 
10° pro Sekunde. Forschern auf den Gebieten der Ballistik, Hydrodynamik, Biologie, 
Metallographie, Festigkeitslehre, Akustik sowie vielen anderén Zweigen der experi- 
mentellen Physik und Chemie wird der Artikel viele Anregungen geben kénnen. 

8. Photographic Sensitivity (J. W. Mitchell). 

Die Arbeit stellt eine Zusammenfassung der theoretischen und experimentellen — 
Arbeiten auf dem Gebiete der photographischen Sensitivitat und einige Nachbar- 
gebieten dar, wobei nur Veréffentlichungen aus den letzten zehn Jahren beriick- 
sichtigt wurden. Die Rolle, die Gitterfehlstellen beim photographischen Aufnahme- 
prozeB spielen, wurde erneut bestatigt, allerdings zieht man neuerdings mehr ein 
Einfangen von positiv geladenen Loéchern in der Elektronenverteilung als wesent- - 
lichen ProzefB in Betracht. Da die Anzahl der Originalarbeiten in den letzten Jahren 
gewaltig angestiegen ist, beschrankt sich der Artikel allerdings auf eine qualitative » 
Diskussion der Ergebnisse. 

9. Theory and Properties of Solid Argon (E. R. Dobbs und G. O. Jones). 

Der Artikel bringt eigentlich weit mehr, als sein Titel vermuten 1a8t, namlich 
eine ausgedehnte Diskussion der Theorie des idealen Kristallgitters. Erst im zweiten 
Teil wird das Gitter des festen Argon in den Vordergrund geriickt, das ja zur Zeit : 
das einzige experimentell zugangliche Beispiel fiir ein einfaches Edelgas-Kristall- - 
gitter liefert. 


Dieser Report-Band enthalt auch ein zusammenfassendes Autorenverzeichnis } 
der Binde 16 bis 20, und ein ebensolches Sachverzeichnis. 
H. STIppEL, Wien 


Partielle Differentialgleichungen der Physik. Von A. SOMMERFELD.+ Vierte Auf- - 
lage. Bearbeitet und erganzt von F. Sauter. (Vorlesungen iiber theoretische ° 
Physik: Band VI.) Mit 47 Textabb., XI, 300 S. Leipzig: Akademische Verlags- - 
gesellschaft Geest & Portig K.-G. 1958. Geb, DM 16.50. | 


Die vierte Auflage der ,,Partiellen Differentialgleichungen der Physik“ von } 
A. SOMMERFELD wurde tiber eigenen Wunsch SoMMERFELDS F. SAUTER uber- - 
tragen, der sich der miihevollen Aufgabe unterzog, auf Grund des Nachlasses und | 
von Briefen von Kollegen eine Uberarbeitung des Bandes VI der Vorlesungen iiber | 
theoretische Physik zu besorgen. Von den vorgenommenen Neufassungen sei be-- 
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sonders auf den Anhang II zu Kapitel V hingewiesen. Die dort ausgearbeitete 
Methode zur Behandlung von Streuproblemen im Falle kleiner Wellenlangen er- 
ganzt die Ausfiihrungen des Kapitels V iiber Eigenfunktionen und Eigenwerte in 
gliicklichster Weise. Gerade die Entwicklung auf diesem Gebiete lag SoMMERFELD 
sehr am Herzen und man kann sagen, daB die Darstellung sehr klar und verstiand- 
lich durchgefiihrt wurde. Es ist daher in jeder Hinsicht zu begriiBen, daB auch 
Band VI den zahlreichen Freunden der Schule SoMMERFELDS zur Verfiigung steht. 
P. UrBan, Graz 


Das Wahrheitsproblem und die Idee der Semantik. Eine Einfiihrung in die Theorien 
von A. Tarski und R. Carnap. Von W. STEGMULLER. X, 328 S. Wien: Springer- 
Verlag. 1957. Geb. S 198.—, DM 33.—, $ 7.85, sfr. 33.80. 

Unter den philosophischen Bestrebungen der Gegenwart spielt die wissen- 
schaftliche Philosophie, wie sie — ausgehend von den Bemiihungen des ,, Wiener 
Kreises*’ und von L. WitTGENSTEIN — heute in der analytischen Philosophie, 
in der modernen Logik und in der Philosophy of Science betrieben wird, eine be- 
sondere Rolle. Sie liegt in einer Fille von gréBeren und kleineren Einzelarbeiten 
und in einer kaum mehr iibersehbaren Anzahl von Abhandlungen in den ein- 
schlagigen Fachzeitschriften, wie im ,,Archiv fiir Philosophie’‘ (,,Archiv fiir 
mathematische Logik und Grundlagenforschung“), in der ,,Theoria‘‘, im 
,, Methodos“ (der letzthin sein Erscheinen leider eingestellt hat), im ,,Mind‘, in 
der ,,Philosophy“, in der ,,Analysis“‘, in ,,The Journal of Philosophy‘, in ,,The 
Journal of Symbolic Logic‘, im ,,Journal of Philosophy of Science“, in ,,The 
British Journal for the Philosophy of Science‘‘ sowie in einigen gré8eren Sammel- 
werken vor. 

,, Wissenschaftlich‘‘ darf diese Philosophie in einem zweifachen Sinn heifen. 
Einmal ist sie kraft ihrer Untersuchungs- und Verifikationsmethoden in einem 
engeren und strengeren Sinn wissenschaftlich als die tibrigen philosophischen 
Richtungen — zum anderen Mal verdient sie dieses Pradikat deshalb, weil Grund- 
begriffe, Grundlagen und Voraussetzungen der Fachwissenschaften, insbesondere 
der Naturwissenschaften, ihr bevorzugtes Untersuchungsgebiet bilden. An ge- 
eigneten Einfiihrungen in diesen wichtigen Zweig der Philosophie stehen im 
deutschen Sprachgebiet Victor Krart, ,,Einfiihrung in die Philosophie — Philo- 
sophie, Weltanschauung, Wissenschaft‘ (Springer-Verlag, Wien 1950), I. M. 
BocHENSKI, ,, Die zeitgendssischen Denkmethoden“ (Dalp-Taschenbiicher, Bd. 304, 
1954), ArTHUR Pap, ,,Analytische Erkenntnistheorie“ (Springer-Verlag, Wien 
1955), Hans RerIcHENBACH, ,,Der Aufstieg der wissenschaftlichen Philosophie‘ 
(Berlin 1953) (eine Ubersetzung von ,,The rise of Scientific Philosophy“), BELa 
Yuuos, ,,Die Erkenntnis und ihre Leistung — die naturwissenschaftliche Methode“ 
(Springer-Verlag, Wien 1950) sowie WOLFGANG STEGMULLER, ,,Hauptstromungen 
der. Gegenwartsphilosophie“’ (Sammlung ,,Die Universitat’, Bd. 32) (und zwar 
Kap. IX) zur Verfiigung. Uber das Gedankengut des ,,Wiener Kreises‘ gibt fiir 
die Zeit bis 1938 die beste Orientierung Victor Krart, ,,Der Wiener Kreis — der 
Ursprung des Neopositivismus’’ (Springer-Verlag, Wien 1950). Nun hat aber die 
wissenschaftliche Philosophie gerade im Laufe der letzten zwei Dezennien zu 
wichtigen Gedankenentwicklungen und zu weitreichenden Ergebnissen gefihrt, 
die bisher noch keine in ahnlicher Weise zusammenfassende Darstellung gefunden 
haben wie dies fiir die Zeit bis 1938 in dem eben erwahnten Werk der Fall ist. 

Insbesondere ein Hauptzweig der wissenschaftlichen Philosophie, die im 
wesentlichen von der polnischen Logistiker-Schule, von R. Carnap, A. TARSKI 
und W. v. O. QuINE entwickelte moderne Semantik, hat Fortschritte erzielt, die 
eine zusammenfassende Darstellung und kritische Uberschau sehr wiinschenswert 
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erscheinen lassen. Diese Liicke in der philosophischen Literatur der Gegenwart 
fiillt das vorliegende Buch im besten Sinn des Wortes aus. 

Die Bedeutung der Semantik fiir die Naturwissenschaften erhellt am besten 
daraus, daB sie — wie im Vorwort ausgefiihrt wird — nicht blo8 fiir eine inhaltlich 
adaquate und formal korrekte Definition der Wahrheit, nicht blo® fiir die Ge- 
winnung eines Sinnkriteriums von Satzen und nicht allein fiir die Klarung des 
Gegensatzes zwischen logischen und synthetischen Satzen unerlaBlich ist, sondern 
daB auch eine befriedigende Theorie der Induktion ohne semantische Grundlage 
-kaum méglich ist. 

Das Buch macht es durch seinen Umfang und durch die Differenziertheit seines 
Gegenstandes, der nur auf dem Umweg iiber weitlaufige Explikationen der zahl-— 
reichen Fachausdriicke verstandlich gemacht werden kann, unmdglich, im Rahmen 
einer Besprechung auf Einzelheiten einzugehen — so wiinschenswert dies auch ware. 

Die im Untertitel des Buches gestellte Aufgabe einer Einftiuhrung in die Theorien 
von A. Tarski und R. Carnap kann mit dem hier erreichbaren Optimum an 
Klarheit und Verstandlichkeit als gelést bezeichnet werden. Das Buch gibt nicht 
nur die wichtigsten Systeme und Lehren der heutigen Semantik, soweit sie sich 
auf Kunstsprachen der Logik bezieht, in ersch6pfender Weise wieder, sondern es 
liefert gleichzeitig auch in Darstellung und Kritik ein gutes Beispiel fir die An- . 
wendung moderner philosophischer Methoden. Die Darstellung ist durchwegs zu- - 
verlassig und beriicksichtigt mit der hier notigen Genauigkeit und mit analytischem 
Geschick die zahlreichen Verastelungen jedes Problems und seiner Loésung. 

Die letzte der vier in Kapitel II beschriebenen Wahrheitsantinomien hat in { 
dieser Form der Autor selbst aufgestellt (S. 31 ff.). Dort wird auch gezeigt, daB } 
die viel abgehandelte Antinomie ,,Der Kreter‘’ (,,Der Liigner’‘) in der Form: ; 
, Alle Kreter liigen immer‘’ (oder umgeformt in: ,,Alle Satze sind falsch*') nicht, 
wie sonst stets zu lesen steht, eine echte Antinomie ist, sondern eine widerlegbare ° 
Aussage, die zu der Konsequenz fiihrt, daB es wahre Satze geben miisse. Sehr 
schén sind die Méglichkeiten, die sich bei einer Antinomie mit empirischen 
Pramissen ergeben, auf Seite 33 aufgezeigt. 

Dankenswert ist die dem Werk vorangestellte Gesamtiibersicht, die zweimal | 
gelesen zu werden verdient; am Beginn — vor allem aber auch am Ende der 
Lekture des Buches, da sie erst dann ihren Zweck, das Verstandnis zu erleichtern, , 
die wesentlichen Zusammenhange erkennen zu lassen und eine Uberschau iiber das = 
Ganze zu erméglichen, erfiillen kann. 

Ein Namen- und Sachregister ist dem Werk beigegeben, wobei jedoch fiir das § 
Sachregister eine Vervollstandigung sehr wiinschenswert ware. Die Orientierung } 
— auch in den Einzelheiten — und damit das Verstandnis schwieriger Partien 1 
wurde dadurch erleichtert werden. Auch kénnte (fiir eine allfallige Neuauflage) ) 
die Trennung von Namen- und Sachregister erwogen werden. 

Zusammenfassend darf gesagt werden, daB das vorliegende Werk — abgesehen i 
von den schon erwahnten Vorziigen — seinen Wert darin hat, daB es eine ge- - 
eignete Einfiihrung in die generelle Semantik (das heiBt die Semantik formaler 
Systeme) darstellt und da es dariiber hinaus dem Fachmann als Nachschlagwerk 
tuber dieses wichtige Gebiet moderner Logik und Grundlagenforschung dienen/ 
kann. R. FREUNDLICH, Graz 


_— 


Mineralogische Tabellen, Eine Klassifizier ung der Mineralien auf kristallchemischer} i 
Grundlage. Mit einer Einfiihrung in die Kristallchemie. Von H. Strunz. Dritte,| 
vollig neu bearbeitete Auflage. Mit 70 Textabb und 2 Uber sichtstafeln, IX, 448 S.) y 


Leipzig: Akademische Verlagsgesellschaft, Geest & Portig K.-G. 1957. Geb.) 
DM 34,—. 
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Die ,,Mineralogischen Tabellen‘‘ erscheinen nun schon in der dritten Auflage 
(1. Auflage 1941, 2. Auflage 1949). Diese Tatsache allein zeigt, daB das Buch sich 
bei allen jenen, deren Interesse den Mineralien und Kristallen gilt, ausgezeichnet 
bewahrt hat. Es ist ja vielfach zu einem immer wieder beniitzten Nachschlage- 
werk geworden. Dementsprechend liegen schon fiir die beiden ersten Auflagen in 
den Fachzeitschriften eine Reihe von Buchbesprechungen vor, die sich iiber den 
groBen Wert und die ausgezeichnete Verwendbarkeit des Buches von STRUNZ 
einig sind. 

Die Aufgliederung des Stoffes in mehrere Teile ist im wesentlichen aus den 
friiheren Auflagen iibernommen. Im einzelnen ergeben sich aber doch Ver- 
anderungen. 

Der erste Teil, Einfiihrung in die Kristallchemie (74 S. gegen 64 S. der zweiten 
Auflage), zeigt nur geringe Veranderungen, allerdings sind einige Abschnitte neu 
gefaBt. 

Der zweite Teil, Systematik der Mineralien auf kristallchemischer Grundlage, 
weist einige Umstellungen — besonders bei den Phosphaten und Silikaten auf. 
Bei den Silikaten z. B. wird die friihere Gruppe der Sorosilikate nun in Sorosilikate 
und Cyclosilikate aufgeteilt. Der Autor gibt im Vorwort selbst an, daB neue 
Daten seit 1949 fiir ungefahr 400 Mineralien eingearbeitet und daB8 230 neue 
Mineralnamen eingefiihrt sind. 

Die wesentliche Neuerung aber liegt darin, da8 nun bei den einzelnen Mi- 
neralien und Mineralgruppen die wichtigste Literatur zitiert ist, wahrend in der 
zweiten Auflage solche Angaben nur gelegentlich aufscheinen. [Vgl. dazu die 
Buchbesprechung der zweiten Auflage von F. E. Wickman, (1951). Acta Cryst. 
4, 79.) Diese Erganzung wird man wohl allgemein dem Autor danken. Ohne 
Zweitel erhdhen gerade diese Angaben die schon bekannte Verwendbarkeit des 
Buches bedeutend. Der Umfang dieser Neuerung kann schon allein daraus er- 
sehen werden, daB die Vermehrung der Seitenzahl dieses Teiles (272 S. gegen 172 S. 
der zweiten Auflage) hauptsachlich den Literaturangaben zuzuschreiben ist; 
selbstverstandlich haben aber auch die neuen mit verarbeiteten Erkenntnisse an 
der Seitenvermehrung Anteil. 

Der dritte Teil, Ausgeschiedene MineraJnamen und Register, ist prinzipiell 
unter Beriicksichtigung der notwendigen Anderungen gleich geblieben. Neu da- 
gegen ist ein vierter Teil, Formelregister der Mineralien. 

In Anlehnung an die Buchbesprechung zur zweiten Auflage von W. BORCHERT 
(1950), Jahrb. f. Min., Monatshefte, S. 164, méchte der Referent zum Ausdruck 


, bringen, daB die ,,Mineralogischen Tabellen‘’ von H. Strunz ihren Platz in der 


mineralogischen Literatur behauptet haben. Diese Stellung wird sicher noch durch 
die Gestalt der dritten Auflage gefestigt werden. H. Heritscu, Graz 


Physikalische Eigenschaften der Metalle. Band I: Metallelektronentheorie, 
Thermisch-elastisches Verhalten, Magnetismus. Vons E. VeGr: 
Mit 206 Textabb., XII, 467 S. Leipzig: Akademische Verlagsgesellschaft Geest & 
Portig K.-G. 1958. Geb. DM 59.—. 


Aus dem urspriinglichen Plan zur Herausgabe eines Handbuches der Metall- 
physik, dem sich verschiedene Hindernisse in den Weg stellten, entwickelte sich 
schlieBlich die Absicht, ausgewahlte Teile dieses Handbuches in selbstandigen 
Werken erscheinen zu lassen. 

Nunmehr liegt der erste Teil dieser Sammlung vor, dessen Inhalt insoferne ab- 
gegrenzt ist, als nur jene Eigenschaften der Metalle behandelt werden, bei denen 
Transportvorgange im Elektronengas keine Rolle spielen. Phanomene der Elek- 
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tronenleitung, insbesondere auch der Supraleitung, sollen einem zweiten Band vor- 
behalten bleiben. 

Das 1. Kapitel gibt die Grundlagen fiir das Verstandnis des metallischen Zu- 
standes vom Standpunkt der Atomphysik. Von der Stellung der Metalle im 
periodischen System bis zu den verschiedenen Modellen fiir die theoretische Be- 
handlung wird hier auf knapp 20 Seiten eine Basis fiir das folgende errichtet. 
Stérend wirkt es allerdings, daB zur Abgrenzung der Metalle gegen die Halbleiter 
der Temperaturkoeffizient der elektrischen Leitfahigkeit herangezogen wird, was 
doch wohl als iiberholt betrachtet werden darf. Doch tut dies dem Wert des Buches 
in seinem eigentlichen Gebiet sicher keinen Abbruch. | 

Das 2. Kapitel ist der Elektronentheorie der Metalle gewidmet, wobei der klaren _ 
und iibersichtlichen Darstellungsweise besondere Erwahnung gebtihrt, wenn auch — 
eine erschépfende Behandlung aus Raummangel nicht méglich ist. 

Das 3. Kapitel tiber thermisch-elastisches Verhalten umfaBt unter anderem eine 
Diskussion der Theorie der spezifischen Warme, wahrend sich andere Abschnitte » 
mit Elastizitat und thermischer Ausdehnung befassen. 

Den Rest des Buches — dem Umfang nach den gréBten Teil — beanspruchen de 
magnetischen Eigenschaften der Metalle. Die verschiedenen Typen des magne- - 
tischen Verhaltens und ihr atomarer Ursprung werden ausfiihrlich behandelt und 
fiir die einzelnen chemischen Elemente sowie fiir Legierungen diskutiert. Die > 
eigentliche Physik des Ferromagnetismus aber kommt im letzten Kapitel aus- 
giebig zu Wort. Das Gesamturteil iiber dieses Werk findet wohl seinen besten 
Ausdruck in der Hoffnung auf das baldige Erscheinen des zweiten Bandes. 

L. Hanke, Graz 


4 


Elementare Neutronenphysik. Von K. Wirtz und K. H. Becxurts. Mit 96 Text- 
abb., VIII, 243 S.  Berlin-Gdttingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1958. | 
DM 49.60. 


Das eben erschienene Buch itiber die elementare Neutronenphysik aus der 
Feder von K. Wirtz fiillt eine Liicke in der deutschen Lehrbuchliteratur. Der 
Verfasser, langjahriger Mitarbeiter W. HEISENBERGS am Max-PLanck-Institut fiir 
Physik in G6ttingen verfiigt naturgemaB iiber langjahrige Erfahrung, sowohl in 7 
der Forschung wie in der Lehre. Das Buch wendet sich nicht allein an Studierende, ! 
die sich in die Physik der Kernreaktoren einarbeiten wollen, sondern an alle, die¢ 
auf dem Gebiete der Neutronenphysik tatig sind. Es zerfallt im wesentlichen inp 
zwei Teile. Der 1. Teil behandelt die Theorie der Neutronenfelder, im besonderen 1 
die Diffusions- und Bremstheorie, der 2. Teil ist den Messungen in Neutronen- : 
feldern gewidmet. Der Anhang stellt alle Angaben und Zahlenwerte zusammen, | 
die fiir das Arbeiten im Neutronenlaboratorium von Bedeutung sind, wie Strah-; 
lungseinheiten, Toleranzdosis, Sonden, Zeitfaktoren, Wirkungsquerschnitte und¢ 
dergleichen mehr. Den AbschluB bildet eine Liste der verwendeten Bezeichnungens 
und ein ausfithrliches Namen- und Literaturverzeichnis. Besonders zu erwahnenr 
ist, da die verwendete Bezeichnungsweise sich eng an die anglo-amerikanische, 
Literatur anlehnt, wobei die einschlagigen Arbeiten bis Ende des Jahres 1957) 
zugrundegelegt werden. Am Ende jedes Kapitels ist die wichtigste Literatur,: 
getrennt nach allgemeinen und speziellen Arbeiten, zusammengestellt. 

Das Werk mu jedem Studierenden in der modernen Physik warmstens emp- 
fohlen werden. L. HAnKE, Graz 
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Acta Physica Austriaca, Band 12, Heft 3 


Fortsetzung von der II. Umschlagseite 


Formein: Der Setzer versteht im allgemeinen nichts vom Sinn der Formeln und hilt sich 
genau an die Vorlage. Korrekturen an gesetzten Formeln bedingen einen unverhaltnismaBig groBen Auf- 
wand an Mehrarbeit. UnverhaltnismaBig in bezug auf die geringe Mehrarbeit, die der Verfasser hat, wenn 
er Buchstaben und Formelzeichen deutlich und unmi®verstandlich schreibt, bzw. malt. — Die Formel- 
zeichen sollen womédglich den AEF-Normen entsprechen oder den in den beiden Handbiichern der Physik 
verwendeten Zeichen angeglichen sein. — lLangere mathematische Ableitungen sollen gegebenenfalls 
in einem mathematischen Anhang zusammengestellt werden; soweit gekiirzt, daS der Fachmann den 
Rechengang iibersehen und eventuell kontrollieren kann. Im Text ist raumsparende Schreibweise anzu- 
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wenden, also (4 + b)/c statt aye oder 
Zitate ebenso wie Anmerkungen werden als FuSnoten mit durch die Arbeit fortlaufender 
Numerierung (zur Erleichterung der Rickverweisung, bzw. zur Vermeidung unnétiger Wiederholungen) 
gebracht. Als Zitatmuster (vergleiche die Handbiicher oder die S,-B. der Akademie): A. J. DEMpSTER 
Nature 136, 180 (1935). ( 
Autorenkorrekturen, das hei8t nachtragliche Textanderungen, werden, soweit sie 10% der Satz- 
kosten tiberschreiten, den Verfassern in Rechnung gestellt. 
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Das induktive Denken spielt in Wissenschaft und Alltag eine nicht geringere 
Rolle als das deduktive. Wahrend aber die deduktive Logik als ein System von 
prazisen Regeln aufgebaut werden konnte, kamen die bisherigen Versuche, die 
Regeln des induktiven SchlieBens in exakter Weise zu formulieren, tiber gewisse 
erste Ansdatze nicht hinaus. Rupoitr CarNap hat es in seinem Werk ,,Logical 
Foundations of Probability“ als erster unternommen, ein System der induktiven 
Logik aufzubauen, das seine Stelle neben den modernen Systemen der deduktiven 
Logik behaupten kann. Das vorliegende Buch stellt die in dem erwahnten Werk 
entwickelte Theorie CARNAPs in gekiirzter Form dar, wobei auch spatere und zum 
Teil noch nicht veréffentlichte Forschungsresultate mitberiicksichtigt wurden. 

Das Buch wendet sich nicht nur an Philosophen und Logiker. Auch der Natur- 
wissenschaftler, der sich fiir die erfahrungswissenschaftliche Erkenntnis als 
hypothetisches Wissen interessiert, und der Mathematiker und Statistiker, dem 
es um eine Klarung von Wesen und Giiltigkeit der statistischen Schliisse geht, 
werden das Buch mit Nutzen zu Rate ziehen. 
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fiir medizinische Réntgeneinrichtungen, -anlagen und Réntgen- 
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VerfaBt im Auftrage des Fachnormenausschusses Radiologie im Deutschen 
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von Dipl.-Ing. H. GRAF und Dr.-Ing. A. SCHAAL, Erlangen 
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